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AVERTISSEMENT. 



vjE Mëmoire, qui offre une sorte de Complément ana- 
lytique à la Théorie des Fonctions circulaires^ a été 
composé en 1822^ et lu à l'Académie des Sciences au 
mois de mai 1823. On le donne ici sans aucun chan- 
gement notable^ mais avec une Addition importante: 
elle est relative aux développemens des cosinus ou sinus 
d'arcs multiples par les "puissanxces descendantes du cosinus 
de l'arc simple , et forme en entier le IV* paragraphe de 
ce Mémoire. 



RECHERCHES 



SUR 



L'ANALYSE DES SECTIONS ANGULAIRES. 



vJir se propose ici d'approfondir, et de perfiBCtioiiDer en plusieurs 
points , les formules générales qui se rapportent à l'analyse des fonc- 
tions circulaires. 

Cette analyse, aujourd'hui si étendue, est, comme on le sait, le 
fruit des travaux successifii des plus grands géomètres, depuis notre 
célèbre f^iète jusqu'à Euler, k qui elle est principalemant rede* 
vable ; et l'on en peut voir, dans le Calcul des fonctions dénuées 
de M« de Lagrange, une histoire aussi curieuse qu'instructive. Cet 
illustre géomètre y démontre, d'une manière élégante, la généralité 
de ces développemens qui donnent les sinus ou les cosinus d'arcs 
multiples, par les puissances du sinus ou du cosinus de l'arc simple ; 
et réciproquement, celles qui expriment les puissances par le moyen 
de ces arcs multiples; formules très claires, et bien fiicilesà établir 
pour le cas d'un multiple ou exposant quelconque entier, mais 
qu'on n'avait encore généralisées jusque là, c'e^t-à-dire, étendues à 
un exposant quelconque fractionnaire, que par une sorte d'induction 
ou d'analogie. L'auteur généralise très bien ces différentes formules, 
il y ajoute encore quelques corrections et remarques noui^iUes qui 
les perfectionnent, et qui semblent ne plus rien laisser à désirer sur 
j'analyse complète des sections angulaires. 
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Mais, en examinant de plas près cette analyse, j'y ai reconnu 
une nouvelle imperfection qui peut rendre les formules incom- 
plètes ou inexactes, et qui, dans tous les cas, leur fait perdre cette 
généralité absolue qu'on doit toujours retrouver dans les expressions 
de l'Algèbre. 

Ces imperfections, qui ont échappé jusqu'ici aux géomètres, 
pourraient être rendues sensibles à la seule inspection des formules 
générales dont il s'agit. En considérant, par exemple, la formule 
qui exprime 1§ cosinus| d'un arc multiple, par les puissances entières 
du sinus de l'arc simple, on voit une équation dont il est impossible 
que les deux membres aient actuellement la même généralité. Car 
imagines l'arc augmenté d'une ou de plusieurs circoirflérences, il 
est évident que le sinus ne change* point, et que par conséquent la 
série, qui ne contient que des puissances entières de ce sinus et des 
membres constans, conserve toujours la même valeur unique, tandis 
que le premier membre acquiert plusieurs valeurs diflPérentes , et 
même, comme on sait, toutes réelles. Ainsi la formule connue, si 
elle est vraie dans le cas d'un multiple fractionnaire , ne l'est certain 
nement que pour un seul des difierens arcs dont je viens de parler, 
et doit être fausse pour tous les autres. On ne pourrait pas même 
dire ici que cette formule est uniquement présentée pour l'arc simple 
que l'on considère, et non pas pour cet arc augmenté de plusieurs 
circonférences; car en ne l'appliquant qu'avec cette restriction à un 
arc compris dans le second quart de la drconférence, on arriverail 
encore a une valeur &usse. 

La source de l'erreur, comme on le Terra, est dans une détermi- 
nation trop particulière des coefficiens de lu série. Ces eoefficiens 
sont bien des quantités constantes , mais leurs valeurs ne sont pas 
simple^ comme on le suppose; elles sont multiples, et du même 
degré de multiplicité que la fonction que l'on considère : de sorte 
qu'en rétablissant la véritable expression de ces constantes, la for- 
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mule repiend toute Texactitude et toute la généraËté dont eUe est 
sttflceptiblé* Oa peut dire la même chose des formuleB analogues à 
la précédente) et qtii sont également incomplètes. Le défaut de ces 
expressioos tient encore à l'oubli de cette équivoque qui est essen- 
tîeUement attachée aux fonctions circulaires, comuie aux signes 
radicaux; dW il réscdte que l'esprit, ne procédant plus que par la 
synthèse, ne voit guère qu'une des valeurs de la fonction dont il 
s'occape, et n^lige toutes les aiitres, dont le concours est pourtant 
nécessaire à la généralité de ces expressions analytiques. 

L^ mâmes imperfections et de nouvelles difficultés se rencontrent 
. aussi dans les formules réciproques, où l'on développe les puissances 
quelconques du sinus ou cosinus d'an arc simple, en une suite de 
cuskius ou de sinus d'arcs multiples : elles peuvent se remarquer 
encope dans la plupart des développemens généraux en séries , et 
même dans la formule du binôme de Pfewton; et j'ai cru qu'il était 
d'autant plus nécessaire de les relever et de les &ire entièrement 
dnparattre, qu'elles touchent ainsi aux principes fondamentaux de 
l'Analyse. 

Et d'ailleurs, la théorie des angles, considérée en elle-même, ne 
parait ni moins importante, ni, pour ainsi dire, moins fondamen- 
tale« Elle n'appartient pas seulement à la Géométrie, comme on 
pourrait le croire d'abord ; mais c'est encore une partie essentielle 
de l'analyse mathématique. Ces quantités remarquables, ou plutôt 
ces rapports, auxquels la Géométrie dmme naissance, et qu'on 
nomme les angles, se présentent en Algèbre d'une manière aussi 
naturelle et aussi nécessaire que les exposans ou le» logarithmes. 
Pbr leurs propriétés toutes semblables, elles en sont même insq>a- 
râbles. Car si la division du logarithme en parties égales répond à 
l'extraction de la racine d'une quantité réelle, la division de l'angle 
en parties égales répond de même à l'extraction de la racine d'une 
quantité imaginaire. Or^ ces quantités réelles, et celles qu'on nomme 

1.^ 
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imaginaires ) se présentent également toutes deux dans nos trans- 
formations analytiques; elles se mêlent, pour ainsi dire, à tous no» 
calculs, et c'est inème dans cette ocHnbinaison de symboles réels et 
d'imaginaires que consiste la nature propre et le caractère distinctif 
de l'Algèbre. On voit donc que celte science, pour l'exécution ac- 
tuelle des opérations qu'elle indique , exige à k fois la considération 
des angles et celle des l<^aritbmes. 

Dans la vue d'abréger les calculs ordinaires de l'Arithmétique, les 
géomètres ont d'abord imaginé les logarithmes; et, pour l'usage 
particulier de la Trigonométrie, ils ont ensuite construit des tables 
de sinus. C'étaient en apparence deux objets diflférens qu'ils s'étaient 
proposés; mais on voit qu'ils avaient travaillé, sans y songer, aux 
deux parties intégrantes d'une seule et même tbéorie. Car une table 
de logarithmes, à laquelle ne serait pas jointe la table des sinus, 
serait une table incomplète pour l'Analyse : l'une et l'autre n'en, 
forment au fond qu'une seule, dont elles sont comme les deux 
moitiés inséparables. A la vérité, ces tables se trouvent réunies 
depuis long-temps pour la commodité des calculateurs; mais je veux 
dire que cette réunion, qui ne parait due qu'à une sorte de conve- 
nance particulière, doit être aujourd'hui regardée comme tenant a 
la nature même de la science mathématique. Si l'on eût d'abord 
considéré les choses de ce point de vue général , comme il aurait 
paru tout aussi naturel et aussi facile d'opérer sur les imaginaires 
que sur les quantités réelles, les géomètres ne se seraient point 
arrêtés si long-temps à la considération de ces cas singuliers, où les 
inconnues, quoique réelles, ne se présentent pourtant que sous la 
forme d'imaginaires , et il est très vraisemblable que le fameux cas 
£Wd!iu^^i£/e n'eiit. pas même été remarqué. 

Je ne présente, en passant, ces réflexions que dans l'intérêt de la 
philosophie de la science, partie trop négligée par la plupart des 
auteurs, et peut-être la plus digne d'être cultivée; car nos formules 
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et DOS théoièmes; ks pk» remarquables -sont Ueu moioa utiles et 
moins précieux ein eax-rinéities que cette sorte de métaphysique qui 
les éclaire et les domine, et qui seule peut rendre à l'esprit de 
nouvelles forces quand il faut se conduire et s'avancer plus loin 
dans les sciences. J'ai voulu d'ailleurs justifier en général les détails 
nombreux et assez déUeats qu'on trouvera développés dans ce Mé- 
moire; et c'est ce que je n'aurais pu faire ici, d'une manière plus 
particulière, sans entrer dans une foule de calculs et d'explications 
analytiques qui ne pourraient faire l'objet d'un discours clair et 
bien suivi. 

Mais avant d'entrer en matière y il faut dire deux mots du théorème 
àé MowrCy et du sens multiple de la formule qui l'exprima 

£n désignant par x un angle ou arc quelconque considéré dans 
le cercle dont le rayon ast i, et par m un exposant quelconque, 
' on a, comme on sait, 

(cos X + v^ — I sin xY = cos mx + \/ — i sin mx , 

formule que l'on doit à Moiçre^ et qu'on peut regarder comme la 
source de toute l'analyse des sections angulaires. ' 

Cette belle formule, dont le théorème de Côtes n'est qu'un cas 
particulier, peut se démontrer sur-le-champ par les premiers prin- 
cipes de l'Algèbre et de la Géométrie, et cela, pour un exposant m 
quelconque entier ou fractionnaire. C'est ce qu'Euler a fait voir 
par la simple multiplication, et par les expressions connues qui 
donnent le sinus et le cosinus de la somme ou de la différence de 
deux arcs. ^ 

Quand l'exposant m est entier, les deux membres de cette équation 
ne présentent qu'une seule valeur; ou si l'ou veut en considérer 
deux, à cause de l'ambiguité qui est attachée au radical \/ — i, on 
voit qu'il y a également deux valeurs pour le premier membre, et 
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deux pour le second; de sorte (pm les deux éxpramoas oot k même 
étendue , et que l'équatûm qui en résulte est parfaite. 

Mais, si Fexposant m est un membre fractionnaire -, le premier 
membre de l'ëquation c^nJt^^ -+ \Fi .:>^-i^ jt 

(qosx + |/— I ain «^ s= ébat ^ Ht V^iMbAc 

nous présente q valeurs différentes, à cause du radical du degré q^ 
et le second n'en présente actuellement qu'une seule. 

Or, pour voir dans les deux membres de cette équation la 
même généralité, comme cela doit être en analyse, il faut supposer 
qu'on prends pour l'arc x, non-seulement cet arc , mais encore tous 
ceux qui ont le même sinus et le même cosinus, et qui sont x^ 
x^c^ ar + âc, j:+3c, etc., c désignant la circonférence entière. 
Par cette supposition, le premier membre conserve les mêmes va- 
leurs qu'auparavant; mais le second en prend ç différentes qui 
proviennent des arcs ^, x+^j a?+3C, x+Sc, etc. jusqu'à 
X 4- (7— * i)^ ; et de cette manière.:, les deux membres de l'équation 
ont précisément la même étendue, car si l'on continuait d'ajouter 
la circonférence 9 on retomberait sur les mêmes valeurs k l'infini. 

Lorsqu'on suppose x=o, ces valeurs deviennent les exprès- 
sions connues des différentes racines q" de Funité : et c'est ce qui 
confirmerait au besoin ce que j'ai dit tout à l'heure. Car les q 



valeurs du premier membre \/coapx -f- )/-^ i siupx ne sont autre 
chose que l'une quelconque d'entre elles multipliée par les q racines 
différentes de l'unité. Or, ces racines de l'unité se trouvant, par 

l'expression cos ^ -(- t/--~i sin — , en donnant i e les ^ valeurs en- 
tières o, I, 3, 3, etc. q — I, on voit que, si l'on prend une des va- 
leurs du premier membre de notre équation ^ telle que 

9 ^ y > 



et qu'on la multiplie par 



cos— + v — 1 sin —, 



em aura îe 'j^rbAiit' 



cos-^-— ï— - 4- i/— I 8in ^^^ , .. 

qui exprimera les (^ valeurs différentes du premier membre, en don* 
nant à e les yaleurs.ô, i, 3,3, etc. y.— i. 

Mais, p étant premier ^ ^, Gomtne on peut toupurs le supposer, 
il est dair que Içs valeurs de e i^yiennent (dans uii autre ordre, ce 
qui est indifférent) à. celles de ^è relativement au même nombre q. 
On peujt donc, dàn3 1 expression précédente, au lieu de e , mettre pè^ 
et cette expression devient 

. - . ,ços€(a:riTiec) +_|/.«^i sin5(a?+ . 

ce qui n'est phifli^iutre ekoae que JeMOond membre de DcAreëqûa- 
tion ^ où l'on augmente successivement l'arc x des difiërens multiples e 
de la circonférence. 

Toutes ]£s £bLul9]^c qu'oiLpasse des puissances de sjwu^ ou cosinus 
aux sinus et cosinus d'arcs multiples, il &ut concevoir l'arc aug- 
menté des différens multiples o^ i, a^ 3^ 4> ^^^- ^^ ^ oirconfécenee 
du cercle, et l'on obtient ainsi toutes les valeurs différentes des 
expressions analytiques que l'on considère. T7est une attention qu'on 
doit toujours avoir dans la théorie des angles; et pour y avoir man* 
que, quelques auteurs n'ont pas prévenu certaines difficultés qu'on 
a trouvées d^ns leur analysQj^ et ceux qui le3 ont rencontrées ne les 
ont pas toujours résolues. 
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L 

Développefnens généraux des cosinus, et sinus JParcs multiples en 
séries ascendantes suivant les puissances entières du cosinus de 
rare simple. * ~ / - . ■ 

I. Soient, pour abréger, cdsxzzzp^ et smar=^; et supposons 
d'ahord (ju'on veuille développer cosîtu: suivant les puissances 
ascendantes de ;? ou coso:. ' ^ ^ . , 

On aurait donc cosma:==fl+3/7 + cp'+^'+etc., et le pro- 
blème est de déterminer les coeiBciens a^ by Cj dy etc. de manière 
que la formule générale ait lieu pour toutes les valeurs possibles de m. 

Or on a 

co9mx^{/''^isinrM^s{cosX'^^^^tsmd)^^\p-^ \/j^ — 1)"=«) 
cosww:— \/ — isini7ïXis(co8a>i-^v/-i-i8iuJc)'b=:(;>+ V/i*— i)"""^-, 
et par conséquent, 

scosth^ =s z 4"~9 et ai/— I sinmjp=: a — -. 
Ainsi tout se réduit à trouver le développement de 



« = {p+ V;^'— i)- 

suivant les puissances ascendantes de p. 
Nous supposerons donc .qu!on ait 

« = A + B;? + Çp*-|- D;>»4- E;i*4- F^'-f- etc., 

et nous allons cbercher à déterminer d'une manière générale les 
coefficiens A, B, G, D, E, etc. 

a. On y pourrait parvenir directement par la formule du binôme 
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de Newton; mais il est à la fois plus clair et plus facile de suivre 
ici la méthode employée pfir M. de Lagrange dans la Leçon XP de 
son Calcul des fonctions'. Elle consiste à déduire de là proposée 



- 55 == (;? + \/;9*— i)- 
Téquation dérivée du second ordre 

mz — pi^ — (;>» — 1)2' = 0, 

et à y substituer^ "pôur»^ j^, jef^-Jeurs valeurs . tirées de l'expression 
a = A +£/?+€/?•+ D/?'-J^ etc. : après quoi, on ordonne le tout 
suivant les puissances de p, on égale à zéro chacun des coefficiens, 
«t Ton Irouve 

C=-^A, E=:^^A, G=: ^.3.4.5.6 'A, etc., 

2.3 ' 2.3.4.5 ? 2.3.4.5.0.7 ' ' 

dont la loi est manifeste. 



On a donc, pour le-dévjelopptiment de ii=(^-|- v/^'— 1)*, 

^=^t»-T^+-i;X4-^' 2.3.4^.6 -^+"^^-/ 

^^i^ 2.3^^ 2.3.4.5 P 2.3.45.6.7 /^-r^^^^i 

où les deux, coelliciens A et B sont encore inconnus, et doivent 
être déterminés par la nature de la fonction (p-jr V)?'— i)" qu'on 
a développée. 

Il esfc évident que* le premier A est égal à ce que devient cette 
ibnction z qù(ind on y.&it ^.==t>; et que le second B est égal à ce 

que, devint X P^.Crjf ^^^^ ^^ 7 ^^^ p=^o: Or, en faisant p 
nul, z devient (v/*-**i)*, et 2' devient wi(v/— i)""^. 



lo AECHBACHfiS SUR L'ANJLLYfiK 

Ainsi l'on a 

DonC| si l'on représente, poar abréger, par ?« la première série 

partielle que multiplie A, et qui ne contient que des puissances 

paires de /?; et par P, la ^condé série que multiplie B^ et qui ne 

contient que des puissances impaires de ^, on aura cette expression 

générale 

s as (v/--.i)»Po -f- te(/— i)— "P, 

qui est vraie pour toutes les valeurs de i^. . 

Maintenant, il est clair que le développement de la Fonction 

-s=(^+ ^/^'— i)— ■ est le même que celui de z en changeant 

partout m en — m. Or^ par ce «hangeritent, \cs séries P« etP, ^pri 
ne contiennecàt toutes deux que des puissances paires de m, ne 
changent poiirt ; mais les deux coeffili^îèus A et B deviennent 
(V/ — i)"", et— m(v/ — i)-"-' ou 'w(v/^i)*-», et l'on a 

i =te (/-.i)-P, + i^(/^i)*-P. 

Si l'on ajoute «es ^xpne^on» , et qu'on divise par a., on aura donc 

i(*-f.i)=^«»m«»a=U(/-i)-+(|/-^0-V. ^ ^,) 






Si on les retranche l'une de l'autre, et qu'on divise par 3|/-— i, 
il vient 

^(^i)=rin««:=K(v^-.(-+(/-i)-|î>.( .. 

T«fs Bcnit le» véritables diévtelop]«ttt«ns ^énë#attt de tJMfma: «t 
sin mx, suivant les pwissàaOM entàires «I pentivea de «e»d?, et il 
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fMt leur laisser cette finue a»«lytk|iie, si Yon vent qiiSk cobk 
viennenl Mtneilemeofi à toutes les yaleurB poscriblee de m. 

3. Lorsque m est un nombre entier, ces expressions générales de 
cosmx et de sin ma: se simplifient beaucoup j car il y a toujours un 
de$ deux coefficiens de Po ou de P qui s^ëyanouît. 

Et en effet, quand m est un entier pair, il est visible que le 
coefficient i{(v/ — i^+iV — ^Y""} ^^^ ^g^l à dbi, selon que m 
est de la forme 4^^ ou 4^+2 j et que le second coefficient 
J{(l/— i.)"-'+(ï/^iy-^} Q6t égal k zéro. 

On a donc, pour m entier pair, 

a>sma:a»sfcPo«d={I^2^V^^2^^'^ (A) 

Si m est ii^pair^ on voif de jnème que le coefficient de P» est 
toujours nul, et que celui de mP est égal à db i» selon que m est de 
Li forme 4^+1 ou 4^ '^ !• 

On n donc, pour m impair, 

cosnix=dzmV=dzm{p-'^p'+^!!^^=^ (A') 

Quant att|[ formules relatives à sin/Tur, on aurait, dans les mêmes 
cafi, 

sini«ar=±mP==t{;,--^;,'+2^pp»-.etc.,} (B) 
et 

sin ma: = =fc P^ « ±{ I — fp^+ ^^Txf^^*"" ^^* } (^'> 

4* Les deux premières formules (A) et (AQ, relatives à cosmr, sont 
les formules connues, et il est aisé de voir qo'eltes se terminent 
toujours quand le nombre m est un entier quelconque positif ou 
négatif. 

Mais les deux suivantes (B) et (B^^-relativee à stomx, ne sont 

a.» 
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pas celles qu'on emploie ordinairement parce*<}u'e)les vont à Vi^« 
fini dans ces mêmes cas de.m '«entier que; jç i^.i^ns 4<i! cpnsi4^r^r« . 

Si l'on veut avoir, pour sin nue, des formules qui se terminent 
comme celles de cosmXj on n'a qu'à diffërentier les formules (A) 

et (A'), et en ol^servant que ^=— sina:= — y, on. trouvera les 
séries 

sm mx := m[p ^ ^ +; ^ 3.4.5 "" P ^^^'H' ^^^ 

smmo: = ±{ i J""'' + ÏX4 ^ ^^^i^' ^^ ^ 

qui se terminent toujours, la première dans le e^s de ol pair, et la 
seconde dans le cas de m impair, positif ou négatif 

Mais toutes ces énumérations relatives au cas de -m eutier n'ont 
par elles-mêmes aucune difficulté. Ce qui mérite notre attention, 
c'est le cas de m fractionnaire, parce qu'il nous présetite quelques 
vérités nouvelles, intéressantes pour l'analyse, en ce qu'eHes ser- 
vent à la fois à la généraliser et à en efl^cer quelques imperfections 
qui avaient échappé jusqu'ici aux géomètres. 

5. Reprenons donc nos formules générales (i) et (2) qui sont 
parfaitement établies pour un exposant quelconque iti, et voyons 
comment elles peuvent sa tis&ire à tous les cas. 

La première (i) est, comme on l'a vu, 

cosmx = i(A + i.)P, + i(B + l)mP, 

où Ton a 

A = (v/— 0", et B = (/— 1)—'. 

M. de Lagrange, au lieu de la présenter, comme je l'ai fait, sousS 
celte forme algébrique, commence par débarrasser des imaginaires 
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le& deux ooefficiens de Po et, P, en. posant 

\/ — I = cos^ + \/— I sin^, 
d ëtant l'angle droit; ce qui donne 

A = (v/"— 0" = cosmd + v/ — i sinmd, 
et -j = (l/— 0""= cosmd — y/ — i sinmd-^ 

d*où il tire A + T = ^cos md: 

et il trouve de même 

B + 4 = 3C0S)/71— ■ i)^, 

et met ainsi l'expression générale de cosmx sous la forme 

cosmx = V^ cosmd + ml? cos(/?i— i)dy 

qui est celle <{u'on voit à la page 189 du Calcul des Fonctions déri- 
i^éesj avec cette différence qu'on désigne ici par// l'angle droit que 
l'auteur fait égal à l'unité. 

Cet illustre auteur remarque très bien que ce Lorsque m est uu 
» nombre entier, il y a toujours une des deux séries partielles qui 
)) se termine; et que l'autre, qui irait à l'infini, disparait, parce 
1^ qu'elle se trouve toute multipliée par un coefficient cos nid ou 
» cos(m—i)d qui devient nul. On a alors l'une ou l'autre des for- 
» mules (A) et (A'); » ce qui s'accorde parfaitement avec ce que 
nous venons de trouver. 

(c Mais lorsque m, dit l'auteur, est une fraction quelconque, les 
y> deux ^ries vont à l'infini , et leur . réunion est nécessaire pour 
» avoir l'expression complète de cosmor; ce que personne , ce me 
K) semble, n'avait encore observé. » 

6. Mais il j' a là-dessus plusieurs remarques essentielles à faire, 
et quelques exceptions très curieuses à présenter. 
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Et d'abord 9 on peut remar^r que la fermule même que présente 
M. de Lagrange n'ofire pas actuellement toute la généralité qu'elle 

doit avoir; car je suppose m égal à la fraction irréductible -, et 

j'imagine que l'angle a: devienne successivement dbXy^^^Cy 
=fcx+3C, d=x+3c, etc., dbx+(n — i)c, c désignant la cir- 
conférence entière. H est évident que le second membre de l'équa- 
tion , qui ne contient que des puissances entières de ;? ou coso: et des 
coefficiens constans, conservera toujours la même valeur unique, 
tandis que le premier membre cosmx en prendra généralement an 
différentes, et méme^ comme on le sait, toutes réelles. Ainsi la for* 
mule dont il s'agit, si elle est exacte, ne l'est certainement, dans 
rétat actuel où elle est présentée, que pour un des angles dont je 
viens de parler, et doit être Ëiusse pour tous les autres. 

Il faut donc commencer par rétablir dans cette formule la géné- 
ra&té qci^on loi a fiiit perdre par une transformation incomplète de 
ses ooeftciens } car j'oitterve que notre première expression 

étant tout-à-firit générale, puisque dans le cas de mzsz -, le second 

membre a , comme le premier, an valeurs différentes , à raison du radi- 
cal de degré an, qui affecte les deux coefficiens de P« et P, et qu'ainsi 
les deux membres de l'équation ont précisément le même nombre 
de valeurs, et la formule toute la généralité dont elle est susceptible. 
Si donc on veut débarrasser les deux coefficiens de P^ et P de 
leurs imaginaires en les exprimant par des sinus ou des cosinus, il 
faut avoir soin de leur conserver leur g^éralité; -et c'est ce qu'on 
ne peut obtenir qu'à l'aide d'un nombre entier indéterminé qu'on 
introduit dans leur nouvelle expressioD. Et en effet, f observe que 
l'équation |/— i =? cosi^ H* V^"~' sin^f ne donne pas seulement 
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(|/«-*i)*ss=oo6iiN^-f« |/«— ] ntkmdj comnii» le^poseALdeLagpsaiige, 
mais qu'on a plus générafemeiit 

# déeignftirt un Bombire eotier quelconque» et c la circoiiférence. 

Or, dans le cas ât Fèsposant fractbomare rnse -, cette expresnon 

de (v^— t)* prend les an valeurs qm*eHe doit avoir, en dotinant à e 
les n valeuis o, i, a, 3, 4> ^ïc* ^— r; et elle n'en prend pas davan- 
tage, parce qu'en continnant d^ajouter la circonférence, les mêmes 
valeurs reviendraient à l'infini. 

On aurait donc^ pour l'expression générale de cosnu?^ ou plutôt 
de cos/7i(^c±x), la formule 

où il ikut Voir maintenant quels sont tes deux entiers ett e^ qui 
doivent aller ensemble pour que les deux membres «accordent & 
donner la même valeur de part et d'autre. Dans cette vue, j'imagine 
qiie l'atc X varie et devienne ^al à tm an^ droit ; ;e^ et P deviennent 
nuls, et la série P. se réduit et act e m e n t à Ponité. La formtde pré- 
oédeate donaerak iknc, ma ùàmnl X'xsid^ 

d'^ il fatft cottchn^e qoe tf doit i6tre adtieHement égal à e, «t qu'ainsi 
on A I pour la fiN^rnukué^écatefioasidénée 4aM toute saprécîsidii , 

où le nombre e désigne un entier quelconque depuis o jusqu'à ii*-^i, 
n étant le dénominateur de la fraction irréductible m=s- que l'on 



r 

7» 

considère. 



7. Nous avons donc, au moyen de ce nombre iodétermioé^, une 
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formule (a) aussi générale que la première (i), et qui couvient à 
toutes les valeurs possibles de l'exposant m. 

Voyons maintenant dans quek ca^i'un ou l'autre des coefficiens 
de Po et P pourrait disparaître, et où cosmx n'aurait besoin pour 
son développement que de l'une de nos deux séries partielles, et 
dans quels cas la réunion des deux séries est nécessaire. 

8. La chose est évidente lorsque m est un nombre entier j car on 
a cosm(ecdb^)=o, ou cos(m — ^j) (ec?±^=o, selon que m est 
impair ou paii' j et l'on retrouve alors les deux formule^ (A) et (A') 
que nous avons rapportées plus haut. 

g. Mais , si m est une fraction - de dénominateur impair, quoique 

la réunion des deux séries Po et P soit en général nécessaire pour 
l'expression de cosmx j je dis qu'elle ne l'est pas pôm» Cous' teei angles 
dbXy cdzXy acdzxy 3cdb;r, etc., qui pourtant répondent au 
même cosinus p; et l'on va voir qu'il y a toujours deux de ces angles 
pour lesquels une des deux séries disparaît, et où cosmx se trouve 
exprimé par la même formule que dans le simple cas de m entier; 
ce qui mérite assurément d'être remarqué. 

10. £n effet, cherchons d'une manière directe dans quels cas 
le coefficient de la série Po, par exemple, et qui est cos -(ecdcd)^ 
peut disparaître; il n'y a qu'à chercher dans quels cas l'angle 
- (ecdzd) devient un multiple impair d'un angle droit. Ainsi il fiiut 

qu'on ait, en désignant par I un nombre impair, -(e^db£i)=U, 

ou bien 

r(4edb i) = ni. 

Or, n et r étant premiers entre eux, l'un d'eux est nécessairement 
impair; mais 4^db i et I sont aussi impairs, donc il faut que r et n 
soient tous les deux impairs. 
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Si cette condition a lien, ii est bien aisé de résoudre l'équation 
précédente^ et de trouver le multiple inconnue; car, en observant 
que n est premier a r, il est visible que I doit être de la forme ir^ 
afin que le second membre ni soit^i cpnune le premier^ divisible 
par r. On a donc l'équation plus nmple 

4^ =b 1 sa niy 

i étant un nombre impair j d'où l'on tire sur-le-champ > en Èûsant 
c=f , et iss3^ les deux valeurf 

'^^ et e'=2»£i, 



seuls nombres, au-dessous de n, qui puissent résoudre la proposée 
4esis I =s ni. Or, il peut arriver deux cas : * 

i^ Si n est de la forme 4<'l*'> ^^ aura, pour e et e^^ les deux 
entiers ^^j^ ^^ "^7^' ^ ^™ ^^"^ rendront nul le coefficient 
cos - {eczkd) de la sârie P«| et donneront dt i ^ pour le coefficient 
de la série mP; car on trouTera, d'un c6téy 

cos(^— x) (^c + d)ss^^idz=^tt2iy 
et de l'autre 9 

cosg — i) (?i^i? — rf)«»-f«i3irf^^^ 
les signes db, sebm que Ieiiuinévtt9i9:r d^^ b fi:acti4n ;^ Mra 4eJa 

û?. Si le dénominateuri&fst de lu fortaie 4^—19 <m aiita pon^ ^ 
etif^les deux entierf^r^ et.-^^j-^^quidonneimti pour )e»4eux 

3 
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aotifimnfi «tiaaama^^ iBéiiie3>?aleiirs^<fi6 oi^eniia^ mais 

Mer letiâ^Bs conUaîwr'^ ^^ P^''*'^^ meuves forioes du BtHnêr 

ï)*où 'je *<^on^us que, si'meH^unejraciiqn - ^q/ii /e.^ ^^2ix termes 
soient impairs^ iljr a toujours deux ^n^les X^ sat^oir : *7 ■ c-4-a: 

ci ^7" ^ c— a:: ou^bien, t-t-- €?-r-;p et . ^7* ' c+^, ^, même 

cosinus donné p, pour lesquels cêS^pî^Js^fiOffrime if^mpy^n,d^^ 
seule série partielle P, exactement par la même formule (A') qui 
convient au cas dé mention «^ i^p^ir^ dcâortébqm'oo a exactement 
la formule , * 

quel que soit 1 exposant m y entier impair, oi^Lé^ a fifi.ç, fraction 

Seulement, il faut obseryer que, le seœnd meiinbce i?e.*i:éa<rad.ià 
qù^ Jeux des valeurs aifférentes dont le premier est susceptiLfè en 
ajoutant à Farc X plmiirârs ^Afi^ lér'èlrdonfët^iirce : iMs if li'ën 
est pas moins remarquable qup, pour ^ ces deux valeurs, la formule 
soit aussi eia^ ^^èéH% S3ê (^.'îfelL^aij^cif'eriii^'é plus géné- 
rale, puisque celle-ci ne convient actuellement qu'à une seigle, des 
valeurs réelles du premier membre. 

1 1 . ]>lBÎrifpgafathw trngl »^ kialyte, wyl^ ^xiT d^'ètàle dans 
quels cas le coefficient cos(m — i) (ecdbc?) de la série P, ou, ce qui 

Il est évident que cela ne peut avoir ilietii^^^uec»l^s^tNii^l^g)^ 
i (^bttfc«*^tiè¥ieritrîni4' riWhi|^l#i ^îpîiles^llW^ fltWt rf/'Àfiisi," en 
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Or, r étant premier à /», par hypothèse, il faut qu'on ^ Kïssir, 

afin que le second membre jxK. MÎt^ cooftxie le premier, divisible 

par r; on aura donc, en divisant tout par r, 

• • ' ■ . . '. » 

4^ rf= I =3 ni. 

où Ton voit, à cause du premier tnenibre impair, que n et i ddiveiit 
être tous deux impairs, et que ^ar conséquent le numérsttêfOr «r'Ate 

la fmclion - doit être pair. . 

>Si <èdCte *oondîtiôii « Mira^ du )|»wfiiv«ra v x^onine \àràama^ foik 
l'inconnue e, les deux valeurs entières • - \ ^ ^ A, 

et ^^>;=^ — T"» 

1. yi + ï ^' ' ^ 3/» — t 

ounien^ g .ss - , ■ >' » let e c=s — ttt^^ 

' • •-' " . . ' > .• n . . • : 

selon que » 6Gra de la forme 4^+1, ou 4^rr '*. 

Dans Tun et l'autre cas> le coefficient cos(i9t'— i) Çecdsid) de la 

série P deviendra nul, et le coefficient cos m {ecdsd) de la série P« 

se réduira à d:t, sdoti que le numërateur r seta de la forme /^u 

ou 4^H-3. 

D'où Ton voit que si m est une fraction - de dénominateur im- 
pair et de monêrateur pair^ il y a toujours deux angles X^ 
— j- c^x et V^ ■ rc^-^xj ou bien -y- c— ^a: e/ t. ^ + x, 

<2ii m^me cosinus donné p, pour^ ie^queU ^oamSL s^eajmme éfu 
moyen de la seule série partielle P^, exactement par la même for- 
mule (A) qui convient au cas de m^ntier et pair. 
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la. Mais si le dénominateur n de la fraction est un nombre 
pair et représenté, Je suppose, par an', le numérateur r sera néces- 
sairement impair, puisqu'il est premier à n, et l'on ne pourra 
jamais avoir 

A(4e=fci) = E, 



ai» 



E désignant un entier quelconque; car il en résulterait r(4e± i) 
qui est impair, ^al à on'E qui est pair, ce qui est impossible. Ainsi 
ni l'un ni l'autre des coefficiens de P« et de P ne peut jamais devenir 
pulpour aucune des valeurs de cosmx. 

D'où il résulte enfin, que le seul cas où la réunion des deux 
séries Po et P soit nécessaire à t expression de chacune des valeurs 
de cosmXy est celui de m égal à une fraction irréductible de 
dénominateur pair. 

i3. Dans les autres cas, on pourrait toujours employer les simples 
formules ordinaires (A) et (AQ; et il n'y jiuraît pas même au fond 
d'erreur analytiqijie à craindre, puisque la série représenterait tou- 
jours le cosinus d^un arc tel, que s'il était divisé "par m, et qu^on en 
prit le cosinus, on retrouverait précisément le cosinus donné p. 

On v(ût par là combien ce point de doctrine avait b^oin d'être 
approfondi et rectifié dans tous ses détails. 

i4« Au reste ^ nous pouvions tirer directement les mêmes consé- 
quences de la première expression algébrique de nos coefficiens^ 
qui, en supposant toujours (v/ — i)*s= A,, reviennent à 

|A-hl} et -mv/~i[A-i}^ 

il n'y à qu'à cbercber pour quelles formes de l'exposant m=s-, les^ 
coefficiens peuvent devenir nids. 

Et d'abord , pour que A + j disparaisse, il fiiut que A soit une 
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des racines de A*-|~ i =^ û, et partant soit de la forme ds (/— i. 
Il &ut donc que V^— i > ou bien^ — l^"*i> soit.tme des valeurs de 

(V/— i)* ou V(v/— O'î ^ ^"^ exige que r et n soient tous deux 
impairs, comme on l'a trouvé plus haut. 

Ensuite, pour que A-—-^ disparaisse, il ftut que A soit une des 

racines de A*— i =o, et partant soit db i : il fiiut donc que -+ 1, 



ou que —I soit une dos valeurs de V(V^— i)î ce qui exige que r 
soit pair, et n impair. 



Enfin , si n est pair, et marqué par an', r est impair, et V( V^— i/ 



revient à \/(=tt/— i), expression qui, parmi ses an' valeurs, n'en 
a aucune A dont la récî|^oque soit encore A, ou l»en *- A. De sorte 
que, dans ce cas, aucun des deux coeffîciens ne peut jamais devenir 
nul; ce qui s'accorde entièrement avec tout ce qui a été développé 
plus haut. 

i5. Maintenant, tout ce qu^on vient d'exposer en détail sur la 
formule ]:elative à cosmx peut s'appliquer de même à la formule 
qui exprime sin mx. 

Si l'on y veut aussi dégager des imaginaires les deux coeiEdens 
des séries Po et P, on trouvera la formule 

(/S). . .sinm(ecsbar)=dnm(ecdb€i)Po+8in(m— i)(ecrfcd)mP, 

qui est générale pour toutes les valeurs possibles de m, et où le 
nombre e désigne un entier quelconque depuis o jusqu'à ti— i , 
n étant le dénominateur de la fraction quelconque m que l'on 
conndère. 

On trouvera de même que n les deux termes r et n de cette frac- 
tion sont impairs, il y a toujours parmi les angles dbXj dzx^Cy 
xbx^aCy etc. sis^7l-(ii — î)c, répondant au même cosinus. 
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dçuuéjp^^mK ftngle» X^ pour lesquels on a sîmplenittit 

comme dans le cas t3e m eiltierim|>air. * 

Et que si, n étant toujours impair, le numérateur r est pair, on a 

sinmX = thmiPj 

comme dans le cas de m entier et pair. 

Mais que> sîti est unjiombre pair, il n'y a^ucun an§le véfHmdant 
au cosinus donné p, pour lequel la réunion des deut jéiie3 Po 0t P 
ne soit nécessaire à l'expression complète de la fonction ànmx. 

i6. On pourrait éclaircir toute cylte théorie par difierens exemples : 
leme hornecai aux {dus simplfis. 

Supposoiisit cas demsss^^ ce qui ff^|pnd à la tcboctimi de 
l'iBOgle X dont h oosûaus est /^ 

STousavcaHVuqaWaura, pourlapreiftièpe valeur :Cos^ar9 

COS jX = PoCOS^ ^ -f* îP^^os^^, 

et, pour la valeur correspondante de sin • jo:, 

sinjo: = PoSin|rf + ^Psin^rf, 

et que les autres valeurs se trouveraient en prenant dans ces formules 
les deux arcs xétd augmentés d'une , et puis de deux circonférences. 

Gomme on a ici n=3, et par conséquent — -7 — ^al à a, il en 



résulte que l'arc pour lequel les formules se réduisent aux mêmes 
que dans le cas deTexposant entier, est l'arc x^^ac'y ce qui donne 
en e£fet 

çosi(a:+2<?) saP^cosi (i+2c)+iPcos(i— (^+^)=--iP, 
et 



Aifld» €fi^ peot tiétiicr ces* ténhato aa moyen dcspremièm tvleiirs 
dfe^ fopf or M -dm^Jr^ MppMéel» coimiies^ Enr cfitt, qo'ba cbui^ Jt 
iM jrH^^âPC, :c)l <]fàè, par le» ibmmlpi' oidniamfiy «ir dévtk^pe 
cos j(x^2c)y et sitt-ff^jr-f-ît?), ce qoi domîe 

smx(^4-2^) = sm-jJC.cos|£? + cosjx.sinfa, 

il n'y aura plus qu'à mettre éumf]».$€Kamâs maabïïts^ khtfisice 
decosjo: et sin^oCy letirs valeurs données plus haut en Pq et P. 
Or, si l'on fait cetto suljstlttitibn;, pif Tcift I(* cause des relations 

cod|c== — sinf<lŒ.— i^-et^siolf 1^==-— c«irf=— ^) que 

le second ipembre de la première équation se réduit h *-— jP, et 
que Te second membre de- la second^ équation se réduit à — F^^, 
coiïime nqus l'avions trouve par notre analyse. 

Si l'on considère maintenant Tarrc — ar, qui a aussi îe m'^e 
cosinus Pj on trouve que, pour l'arc — âr^-^j on a encore les 
simples formule»i "^ ' . ^ ' ■' . J 

efc4;'estiiji^itflAét«|it wdiqu^ jiwîiw^ fe«^»^^^pfef^ 

de laixkcpi9%wce <|u'^.|a^(. «jonUif à;,]l^re«pKQitosii— ^^,^ iai| 

Réciproquement, de ces formules simples relatives aux arcs 




Et çn général, on peut voir qp^j^m étajrt une fraction quelcôiique 
de dénominateur impair, si l'on prena sunplement, nour cos mar et 
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en compose les autres valeurs de ces foncti(Xis par le simple déve- 
loppement des expresdons cosiii(^4-^)9 àxïm(x'^ec)^ on par- 
viendra aux mêmes formula» générales («) et (/3) que nous avons 
trouvées; ce qui confirme râcore notre ànalyK. 

Quand^le dénominateur de la fraction m est un nombre pair, les 
deux séries Po et P entrent nécessairement , conune on l'a vu, dans 
l'expression de toutes les valeurs de cosmx et de an mx. 

Ainsi, pour mssjy vous trouverez 

e( les deux séries Po et P entreront paiement dans l'expression 
des trob autres valeurs, qui répondent aux arcs X'^Cy i— x, et 
— jc«4*c du même cosinus proposé p. 
Pour m =7, on trouverait 



cos 
sin 






et Fôn aurait , aux signes près des radicaux , les mêmes formules pour 
les sept autres valeurs qui répondent aux arcs x+c, a?-{- ac, 
X'{'3cy — x>.— «4-c, — a:+^^> — a:-|-3c, du même cosinus 
donné p. 

fj. Avant de terminer cet article, je ferai encore une recnarqiie 
générale sur Ja nature des deux séries P« et P : c'est qu'on aura tou- 
jours, quel que soit l'exposant m et le cosinus p^ l'équation de 
coniUtion 

PS + nfP s I. 

Il suffit, ppuir le démontrer^ de prendre les expressions génén^es de 
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cosmx et de sinmx données ptr les fommles («) et (/3), de faire 
les carrés et d'ajouter; ce qui donnera 

cos^mx -I- sm^mx = i =: PJ •}- /n*?*. 

Ainsi les deux séries P« et mP, fonctions de m et de p:=tcmXy sont 
telles, que Fune peut toujours être regardée comme le cosinus d'im 
certain angle dont l'autre serait le sinus. 

Or, si m est un nombre entier, ou une fraction quelconque de 
dénominateur impair, cet angle est précisément mX , X désignant 
ici un certain ^ngle choisi entre ceux dont le. cosinus est p. Mais 
si m est une fracUon de dénominateur pair, cet angle ne peut 
ploB être mX, qiMl q«ie soit l'a»^ X que Tûn voudra duMboirtre 
c^ttx dont je viens à» ptrkr : ee qui préiente ubo pmpnéié oasez 
singulière des deux séries Po et mP. 

Mais voici une expression plus générale et plus nette de ces 
deux séries ^ ^ qui doone ua jnoyen fiidle de sommer chacune 
d'elles pour des valeurs quelconques de met p. Si des deux éqo^ 
tiens (ft) et (/3) , on tire par l'élimination les valeurs séparées de P« 
et de P, on troufe sar4e^faamp 

P^ C3 cosm^d'^x)^ 
mV s=5 8Îniw(rf — a:), 

d étant toujours l'angle droit 

Ainsi la série P«, fonction de m et de psscos» , €B Lp t' in i o tou^ 
jours le cosinus de l'angle i9s(éif«-«-^), et la série mP est toujours le 
sinus de ce même angle. 

i8. On pourrait tirer de là les formules générales qui développent 
les cosinus et sinus d'arcs multiples par les puissances du sinus de 
l'arc simple. Gir, si l'on nomme ^ l'arc J— *a7, p ou coso; devient 
o(m(d'^^)z^&mf j et lescleux formiûes précédentes nous donnent 

OOSIft^ Œ Po, 

ànmf zss mP, 

4 
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OU, changeant la lettre ^ en x, et;? en ^, on aura 

— {-T^-+'^V- -f,l"r'V +e.o.}=Q., 
ri.^={,_^^+=±Il^^_e.c. }=»K}, 

Ce sont les formules connues j mais nous allons les retrouver et les 
compléter par la même analyse qu'on a employée pour obtenir les 
formules («) et (/S). 

IL 

Dépeloppemens des sinus et cosinus (tares multiples en séries 
ascendantes suivant les puissances entières du sinus de Varc 
simple. 

19. En faisant toujours cosa::=zp et sina;^:^, on aura 
p=iy/i^if% et 



cosx + l/ — I sina: sss \/i — 9* + ^V '^ '? 
et si on élève à la puissance m, il viendra 



cosmac-h v/— i sin/?w:= { v/i — ^••}-yj/ — ij^ssg. 
On aura de même 

cosma:— V^— •! sîn/iu:= {\/i — y*-f.^j/—.i }""■* = -; 
d'où^l'on tire 

2C0S/7IZ = a -{ — , et :rv/ — i sin/nx = z — -; 

et il ne s'agit plus que de développer z, c'est-à--dire, la fonction 
{\/i — y*H-yV^— ï}""» suivant les puissances ascendantes de y. 
Or, en suivant la même analyse que Ton a déjà employée, on 
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tirera derëquptipn z= { V/i — ^•^-y^/ — i}- diflTérenciée deux 
fois relativement à y, Téquation du second ordre 

m^z — çz' — (^» — i)z" = o, 

qui est la même que celle qu'on a déjà trouvée, en y changeant 
p en éj. 

Si donc le développement de z est représenté de même par 

z = A 4- % + C^» + D^' + E9* + etc., 

et qu'on substitue dans l'équation dérivée, au lieu de z, s', z'', leurs 
valeurs tirées de ce développement, on arrivera exactement aux 
mêmes équations pour déterminer les coefiiciens A, B, C, D, E, etc. ; 
et l'on obtiendra, comme plus haut, l'expression générale 

OÙ il reste à déterminer les deux coefiiciens A et B par la nature de 
la fonction développée. Mais , cette fonction z n'étant pas composée 
en4f, comme elle l'est en p^ les coefiiciens A et B ne seront plus ici 
les mêmes , à raison de cette diversité de forme • 

<c Pour trouver ces deux coefficiens, ce qu'il y a de plus simple, 
if> dit M. de Lagrange , c'est de chercher par le développement actuel 
» les deux premiers termes de la série» » Or, puisque \/i— y^donne 
1 •— 2. •!- etc. , il est clair que les deux premiers termes du déve- 
loppement de 

|i + 9{^ — I — ^ H- etc.j 



sont i+m^v^— i; ainsi on aura 

A = I, et B=^lwv/— 1. 



4.. 
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Et, comme le développement de - est le même qtre celai de z, en 
y changeant m en —m, ou V^— i en — v/— i, on aura pour 
l'expression de -la même série, avec les deux nouveaux coefficiens, 

A=i, et B= — m \/ — i j 
d'où, en faisant ces substitatkais, fauteur conclut le» deux formules 

cosmx=:i--r+ a.34 ^ a.3.4.g.6 — y^^*^=Q" 

qui sont, oomne ou voit, les formules déjà connues pour le cas de 
m entier, ce Mais , par la manière dont nous venons de les trouver, 
y> dit l'auteur, o» yok e& même (eifips qu'elles sont générales pour 
n des valeurs quelconques de m. i> 

Ces formules, etv effet, comme fe Fai démontré plus haut, sont 
vraies pour un exposant quelconque m : mais il &ut ajouter, ce que 
l'auteur n'avait point remarqué, qu'elles ne conviennent qu'au plus 
petit des arcs dont le sinus est (j. Car, qu'on suppose, par exemple, 
ms= j et x^zziOTy et les formules nous donneraient cosj47â:= i, 
et sin|49=o> valeurs Ëiusses, puisqu'on a, comme on sait, 

CMi^ss^, et sm j^rss ^. En ^éral, il est évident que les 

formules précédentes sont incomj^ètes pmrr un exposmt fractiou- 

naire m=-; car les premiers membres eosmo: et ^nmjrsontsus- 

ceptibles de prendre 2n valeurs réelles différentes pom^ les diffinrcns 
arcs X, x+^j x^-icTy^tt?., a:+(/i— i)e, et leurs supplémens 
w—- a:, w— -ar+c, w — ar + ac, etc. qui ont tous le même 
sinus 9; tandis que les seconds membres Qo et /raQ^ qui ne con- 
tiennent que des puispances entiènes de 7^ n'en peuvent jamais 



recevoir qtfvaie, stfCite. Ainsi ees fonntiles tte pêuvem être exactes 
que pour un seul des arcs dont je viens de parler, et sont fimssts 
pour tous le» autres^ d'où Ton voit que ce nouveau point d'analyse 
a également besoin d'être éclairci et rectifié» 

20. L'imperfection tient encore ici à une détermination trop par- 
ticulière des coefficiens A tt^ t c€i deux quantités sont bien des 
constantes} laaisy comme je l'ai déjà remarqué, leurs valeurs ne 
sont pas simples : elles sont multiples, et du même degré de mul-- 
tiplicité que k fonction développée que Vwi considère. 

Et en effet , en suivant le calcul même de l'auteur, il est clair que 
les deux premiers termes du développement de 

{ t + ^v^— I *- Ç ^ etc. J", 

suivant les puissances de ^, ne sont pat simplement i -|-^V^-^i, 
comme il \é suppose,, naais bien (i)"-f-m(i)""',^|/*— i : de sorte 
qu'on a en général A=(i)* et Bssun/ — 1 (1)*=^. 11 faut mène 
ici, pour laisser à ces coefficiens foute leur généralité^ prendre 

A sss (v^i)-, et B = mv/— I . (/i)"-*} 

car le radical \/i — y* ne donne pas simplement 1 pour son pre- 
mier terme, mais bien \/i ou la racine carrée de l^lnité, qui 'a 
naturellement le double signe =h. On voit donô, par cette expres- 
sion géeréralé des deûK c wft o Msn e A et B^ qu'ils oitt précisément le 
même nombre de valetts que les Ibnctions cosim# et sîoitw %ue 
l'on (iottsidère. 

Au reste, ces miêntes expression^ de A et B pouvaient aussi se 
trouver par la même voie qu'<m «vwi suivie dans le pan^rapbe 
précédenU Car il est cldlr que ces deux coefficiens A et B ne sont 

autre chose que les valeurs des fonctions ^ et ^9 quand on y fait 
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7^0. En prenant donc ces fonctions, et faisant évanouir 7, on 
trouTera, comme ci-dessus, 

A = (v/i)- et B = wy/— I .(/i)--'. 
On a donc, pour le développement général de z, 

z = (v/i)"-Qo+ v^— i-C/O—'-'^Q, 

et, changeant m en —-m, afin d'avoir le développement de ^ , 
i = (v/i)— .Qo- »/-i.(v/i)— .mQ; 

d'où l'on tire 
i(z-f-i) = C08ma:=H(v/i)-+(v/i)— }Q. ) 



îp^(«-;)=«-'^=.-vfc7«v/0--(i/0-}Qo/ ,,. 

Telles sont les expressions de cosmx et de sinmx suivant les 
puissances ascendantes de sina:r, et ces formules, en vertu de l'équi- 
voque attachée aux coefiiciens des deux séries Qo et Q, sont générales 
et complètes pour toutes les valeurs de l'exposant m, et pour tous 
les angles du même sinus donné 7. 

2 1 . Lorsque m est un nombre entier pair, ( V^ i)* n'a qu'une seule 
valeur qui est +1, et l'on a simplement î{(l/i)*H-(v/i)~"}=ci: 
ensuite, le radical (y/ 1 )*""•* a deux valeurs qui sont st i j mais, quelle 
que soit celle qu'on adopte, le coefficient {(v/i)"""' — (V^')*"""} 
est toujours liul. Ainsi les formules deviennent simplement 

(pour m entier et pair) cos mx = Qo , sinmo: = =t mQ. 

^a première ne présente qu'une seule valeur, et la seconde en pré^ 
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sente deux égales et de signes contraires} et cela doit être quand m 
est pair, puisque si l'on change l'arc x en <2ir— -j:, qui a le même 
sinus (fy cosmx garde la même valeur et le même signe, tandis que 
sin mx prend un signe contraire. 

Quand m est un entier impair, (v^i)* a la double valeur rb i, et 
(V/i)*""* la valeur simple -f-i, et les formules deviennent ainsi 

(pour m entier et impair) cos mx = d= Qo, sin mx = mQ. 

Ici la première formule est double, et la seconde est simple, 
parce que m étant impair, si l'on met 49*— «^ au lieu de Xj cosmx 
change de signe, et sinTTio: ne change point. 

La série Qe se termine exactement, comme celle du binôme de 
Newton , dans le cas où m est un nombre pair, mais elle va à l'infini 
quand in est impair. La série Q, au contraire, se termine quand 77» 
est impair^ et va k l'infini si m est pair. Or, pouf avoir deux nou- 
velles formules qui se terminent dans les mêmes cas où les premières 
vont à l'infini, qu'on les différencie toutes deux par rapport à a:, 

et si l'on observe que -j- =/i, on trouvera, en faisant pour abréger, 

cosTnor = p^Q^o^ et sinmx = — ^Q', 

dont la première s'arrête quand m est impair, et la' seconde quand 
m est pair : et, dans ces formules, i'amibiguité se trouve renfermée 
dans le facteur ;? ou cosx, qui change -de signe quand l'arc x est 
changé en m^-^x. 

22. Tout ceci s'accorde entièrement avec les expressibns connues; 
n^is ]e passe au cas de l'exposant m égal à une fraction -. 
Dans ce cas, il est fiiciie de voir que les coe£Sciena des deux séries 
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Qo et Q reçoivent an valeurs réelles, oomme cela doil; être, et cpû 
répondent aux a» valeurs réelles des fonctions cosmo; et sinmr, 
pour tous les «ngles qui ont le même sinus donné f . Ainsi, la réu^ 
uion dos deux séries Qo et Q est nécessaire en g»éral k l'expression 
complète de oosmai et ùamx suivant les puissanœs ascendantes de 
sinx. Mais, parmi oes différons arcs de même ainrn f , il peut y fm 
avoir quelques-uns pour lesquels une des deux séries disparaisse 
par Févanouissement du coefficient qui la multiplie , auxquels cas 
oosM» et sinusjt s'exprimeraient par les mêmes formoka qui con- 
¥Miinent au ample oas de i» entier ; et c'est ce qu'U &«t actodle^ 
ment examiner. 

^3. Pour plus de clarté, on peut d'abord délivrer les formules 
(3) et (4) de leurs imaginaires, comme on l'a &it dans le paragraphe 
précédent, en posant 

(y^i)^ ae to&me<9t 4- l/— « sinme«, 
(|/i)r^ a C09(m — i)e» -f- v^«— i8in(fis — i)e4r, 

m étant la demi-circonfôrence, et le nombre e un entier indéter- 
miné ; et si Pon enveloppe sous la même expresnon (e4r=is jr) toos 
les arcs ae <r | x et aaer \ er— x de même sinus 9, il viendra, 
pour les formules (3) U (4) pnsentiies dans toute lenr gvaérafilé, 



(>)*t%cosm(e»=bx)^co8m#»*Q> — sin(m«->i)e4r.aiQ, 
(/)«». sia m(Mrzkx) s9sinmMr.<^4i-cos(m-^i)Mr.mQ, 



on Ifr nombre est ma entieip qm doit Aie pris le memie dans les 
deux membres^ depms o jusqu'à ^is— i ^ avec cette attentioB êe 
Skw répondre ks nombres piàrs k Tare +x, et les impairs a 
Tare —X. 

^4^ AetueOementilestbiaiaibédeTOÎrqimlssontlacasoàriHi 
o« lV«tM ëaacoeftcMm de Q» «t de Q pc«ft ébpendtoo. El dr^^ 
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pour que 8m(]?t— i)e^ ou sinmefor disparaisse, il est évident 
qa'on doit prendre les nombres e=o et e==;i, n étant le déno- 

minateur de la fraction m = ~. ' ^ 

n 

On voit donc, par ces deux valeurs de e^ que^ parmi les diflGerens 

angles du sinus donné ^, il y en a deux X, savoir x^ et n^+o:^ 

si n est pair; ou x et war — x, si ;» est impair, pour lesquels on a 

les mêmes formules 

cosmX s= :d: Qo et sinmX =3 d= mQ 
que dans le simple cas de m entier (les signes db dépendant de la 
nature des deux nombres r et n qui forment les deux termes de la 
fraction que l'on considère). 

Ejfk second lieu, on peut daierclier Jes cas où l'autre coefficient 

cosm&ar^zcos - e^ar deviendrait aussi nul à son tour. Or il est évi- 



dent que cela ne peut arriver que lorsque l'angle - e^ devient un 

multiple impair d'un angle droit. Diaprés cette condition, il est 
aisé de voir que le dénominateur n doit être nécessairement un 
nombre pair, et qu'alors on a, pour le multiple inconnu e, ces deux 
nombres 



n ^ 3» 

« c= - et e =1 — 5 
2 2 ^ 



qui seront tous deux pairs, ou tous deux impairs, selon que n sera 
de la forme /^Uj ou ^U'4^2. 

On voit donc que, pour toute fraction m= - de dénominateur 

pair, il y a deux arcs X, savoir : - w + x, et — w -Ha:, ou bien 
-w— -ar et — <»• — a:, pour lesquels on a ces simples formules 

codutX = =t: mQ, et sinmX = ± Qo, 
dont chacune ne contient qu'une des deux séries Qo et Q. 
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Pour tous las wXiw aras> k TCunioa de C9$ dwn lénes est nëoe»^ 
aaire à TeipresiÂon cwRpUt^ de coftfluc et d« nnww^ smvaiit In 
puissances de sinor; propriété analogae à celle des mêmes fonctions 
développées par les puissances du cosinus. Mais les déreloppemens 
par les sinus ont cela de particulier, qu^ n'y a aucun cas de Fexpo- 
sant m qui exige la réunion des deux sériés Q» et Q pour toutes 
les différentes yaleura de Tare du sinus donné; au Keu que^ dans les 
premières formules (et) et (jS), il y a le cas de feiposant m égal à 
une fracliou de dénominateur paâr, qui ex%e h pémnoa des deux 
séries P» et P pour tou^ les différeo» aj:c^ du çQsioua d^ooé^ 

Mais notis n'enlreronapiftsur m point dans de nom«aux détaife, 
et nous nous dispenserons de donner id des applicatioosi partien- 
lieras qui n'auraient aoeune diffieulté : npus noua oetttentérons 
d'ajouter la remarqpe suivante. 

a^. Pour établir les formulea gênéralea (>) et (d ),. nous avona 
voulu suivre la même analyse que l'auteur du Calcul des Fonc- 
tions, afin de rendre plus sensible l'imperfection qui s'y rencontre , 
de la corriger à l'endroit même où elle s'introduit, et de montrer 
par ces nouveaux exemples que « ^i l'analyse paratt quelquefois en 
j> défaut, c'est toujours faute de l'envisag<er d'une manière assez éten- 
î) due y et de la traiter avec toute la géuiéralité dont elle est suscep- 
y> tible. j> Remarque très juste, que M. de Lagrange lui-même venait 
de faire dans le même ouvrage, sur un point semblable de doctrine^ji 
qu'il venait de rectifier d'après Euler, et qui a encore besoin d'être 
rectifié, comme on le verra dans le lY"* paragraphe de ce Mémoire. 

Mais je dgisi a jouter que, s^'il s'agju^siait simplement d'établir les 
formules générales (a) , (j8), (y)^ (J^), on pourrait y parvenir d'une 
manière plus directe et plus simple, et sans passer par des trans* 
formations ima^naires. Et d'aboi;d, il aujQisait^GomiQe on l'a déjà 
remarqué^ d'établir seulement, ou lea deux premières, ou les deux 



digmièitt 9 OBW ii «sC AciJe de |Misser presque immédiatement des unes 

Qr soit 9 par exemple^ à développer cosmo: suivant les puissances 
entières deps=:çosx,; on aurait 

cosm^ = A + B^ + Çp'+ T>p^ -f- etc., 

où il Cadrait détermioer le^ coeffideBS A, B^ C, D, etc. par la 
nature même delà fbtietioii coêmx. 

D^abord^ il est évident que le premier A est égal k ce que devient 
cette fonction quand pn suppose /?=o^ ou Bien a:s=:ecdLd^ am$i 
l'on a d'abord 

Qu'on pi-eQu^ ensuite, la. fonctioni dérivée de cesiTur par rapport à /i, 
et il est clair que le suecond cckeifijâent B est égal à ce que devient 
cette fonction dérivée quand on fait p==Oy ou x:=^e€zk:di,Bixm 
on trouvera 

Et ainsi de suite; ce qui donnera précisément îa même fermule 
génâttle (a^ que non» avons étâftiiè «r CAafiXeODMKHM; 



UJL 



D^eloppemens des sinus ou cosinus dores multiples par les 
pH69Sc0ioês enfièf^s^ Je loe mMgémtf é^ Imnc simpte. 

Ces formules, qu'on tire facilement de celles que Jean BernôuiHy 
a trouvées, le premier par induction (Actes de Leipsic, 1701), se 
démontrent aujourd'hui d'une manière très simple. On £iît toufours, 
fiuivant le théorème de Moivre, 

5.. 



36 RECHERCHES SUR L'ANALYSE 

cos mx •+• V^— I sin mx = {cosx -f- V^— i sin jc)" =s (;>4-7 V^— % 
cosmo:— |/— I smi7MP==(co8;r---v/---ismJc)" = (;?— 7|/-r-î)"'; 

on développe les puissances par le binôme de Newton, et l'on ajoute 
les deux développemens ; les imaginaires se détruisent, et, divisant 
par 2 y on trouve 

co5»w:=;»»{ , 5— .^H ^,3^ X,-elc.l=FrS.. 

Si Fou retranche les mêmes expiassions, les parties réelles se 
détruisent, et divisant par a|/— i, on trouve 

et Ton a ainsi, pour l'expression de costtuc et de sin ma?, deux for- 
mules qui paraissent devoir convenir à toutes les valeurs possibles 
de l'exposant m. 

26. Mais, au premier coup d'oeil jeté sur ces formules, il est aisé 
de reconnaître leur imperfection dans le cas de l'exposant m frac* 

tionnaire. Car soit m une fraction irréductible -, et imaginez que 

l'arc X devienne x^ecyC désignant la circonférence et le nombre e 
un entier quelconque, il est évident que les séries S. et S qui ne 

contiennent que des puissances entières de ^ ou tangor, garderont 

toujours les mêmes valeurs uniques; et que, par conséquent, les 

seconds membres de nos équations ,• ^S, et ^S, c'est-à-dire SoV^j 

Sv0^9 conserveront toujours leurs mêmes n valeurs dont deux au 
plus seront réelles; tandis que les premiers membres cosmo:, et 
sin ma:, acquerreront n valeurs différentes toutes réelles. Ainsi il est 
impossible qu'on ait généralement, pour tous les angles du même 
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connus p et du même sinus 7, les formules 

cosjno: ;== ffUSà^f et . siximûcn=s-f^', 

d'où il résulte qu'il y a dans Tanalyse précédente, qui paraît .â 
simple, quelque défaut particulier qui nous a échappé. 
37. Pour le découvrir, je reprends la formule générale 

d'où Pou est parti, et qui donne. .. . ::J:::r 

cosmx -H V^ — I sinww? = p"S. + |/— ■ i !/^rSj 

et_)e remarque que la^. démonstration --présentée ci-dessus revient 
tout uniment à égaler ici la partie réelle à la partie réelle , et l'imagi- 
naire à l'iiliagiifaire; ce qui 'donne sur-Ie-cliamp les deux équations 
incomplètes dont il s'agit. 

Mais si, dans le premier membre i:osi72ir^ |/^-«-i,sin ma:, la 
partie réelle cosmos, et la partie imagpairejy(ir^i 3inma:, sont 
bien en évidence dans tous les cas possibles, il n'en est pas de même 
dans le second membre p^S. •+• ^Z-*- 1 . jf^ : car Quoique le termer 
pF^So paraisse réel,, il ne l'est cependant que pour la* -valeur réelle 
dep" (en supposait méme)<|u'il y es ait une, ce qui ésige quep 
ne soit ^pa» négatif quand *m est un eiLposant de dénominateur pair). 
Mais en général ce premier terme f^o est de la forme a^b^^^r^^ 
et il en est de même dje l'autre: terme. i/T—i .p»S>^ ^ '^ '^ ' 

Si donc on yeut forcer,* pi(r<là comparaison^ dieux équations bieîi 
précises, il faut faire en sorte que la partie réelJlç et Uip^rtie imagi- 
naire soient aussi nettement séparées dans le second membre qu'elles > 
le sont dada le pitemierr . . ^ ^ '"^ =" ' — ~ *' ''^ 

a8. Pour y parvetiîr', je' désigne par ITlâ Valeur réelle et positive 
de l'expression ;p^,^en, j ppm^idétant le omnus ^ prisd'une manière 
absolue^ i^rs:Jtoif tes^ les valeurs df) pl^ «éi^nt exprimëéè générale- 



ment par n(=t: i)*, ou pM 

nr étant la demi-drconfisrencé, et le nombre e un çntier Quel- 
conque) pair dans le cas de/? oacosor positif, et impair dans le cas 
de cosx nëgatifi 

SubstitiK^it cetltç yaJ^o^ géxiér^^de f>" daP^laynjBJfrft équation ^ 
d'où Fon est parti, et mettant plus généralement, au lieu de l'furç ^y 
l'arc ef^ardtLXj on aura cette équation 

cosm^«=lsar)-f-v/ — isuîm{i^<ardkzx) 
^ti? n(a9fim^^o-*<»9«niiié(29'S)H« IT(sinm^<29fto -f* cosm^wS) i/-^i , 

où les pardes réellef , ^t \^ p^rl^çs iffl^gi,nfiirea^ çcmtj Q^ttQQie*t< aé^ 
rées. On aura donc, en comparant, les deu^ éc|afttipi3^ ew<rtfi 

cosm(e%rtfear) = Vt{cosinefat% — sinme^S), 
8inm(e'9rcfcx) =3 n(sinm^^So -f- cosme^erÇ), 

^i^ il nç, re»t^ p)b9Si qu'à Tcuijr. qaels^ se^ les eatiev» é' e^ e qm ront 
^jff^fi^h\if f^pr \si fyy^ft^pAndftfifii» pifcrfaîtg dos* dêiuB membres de ce» 
tfajj^s. Qr, ^ l'oQ^ iqii^gine qut l'arc jf* dittime juequ^à l'brc o^ Ift 
cjéf^ S,4$yiWt:Qi) h s^rieS, seiiéduit à i , et Pou, a aussi Usa* ï. Les 
dçm ^yi^i^pi^cédmtes d^evi^nneid; dono cbp/TieWssieosmMr, 
et sini?ie'9=xsinm.^^.d^til résulte que^, pour l'accord dies fbr-* 
Wkih^t^^r^^^^^ etii»^aoat touyinirs^aux^ entre ew. 

2g. Aitisi les véritables formules géuérales sppt 

cosm{e^dt;x) =: n(cosm6<2r.So -rrjémmpméS}^ 
smf^{€^dzx) :pi^^(sinme^-Sa, -fcr; q9?ïM«f*l^ < 

4^ U{ iwwbvQ a..e^t la mâote dan» les^ d<éU3t membres, et âdii éti^ 
piélh49]^»>]tuqp^'k2fn (èes n9i9bre$ p^in a,^, ^, 6; ett. répoup- 



Aiiit fto BigfaQ 4-^ I* tes iÉ){)àirfr t y &, 5$ ^^ ëté. <<p(tt^ 
4e r«tlgkf a:^ que je «Ht)]^sé ittCérieiif* à Pèiiiglé tfit>it). 

3o. Quand le nombre m est entier, ces formules reviennent aux 
formules ordinaires par Févanouîésiëment de sinmeto* et par la ré- 
duction de cosmev à =hi. Mais si m est fractionnaire^ la même 
€lN>s»ae iMM avÂr iîsu ^e pMf «Hl eemàÊk avé aSJf^eW^ é^ éUbté 
un nombre ^^tmàè qtfit 9f» 9à^Aê ^ f WW Wfti t «( <ëè\à même 
n'arrive pas pour tous les exposans m; car, m étant une fraction de 
dénotthiffteiir p^^ir, ^V^tt ifUe ?6n «bfiéidêl^^étéWt m^-oâi iSe feôsi- 
MMnégàtif^oèÉrmefettdfiibrêédoh àk>t«ét»ëp^ 
A ^pfVL n'y a ancmi^ MWbre îxàpe^ éij^ pu»^ doniMi: sin fM^tt^i^ùy 
tt^ovémke «fm, ptirttw wus^ feë 6r(^ dùf t^ébié sîMMet dii dtè^i^ 
ooÉiw0 4^0110,^ ii«^y e» tt paistïti éetà éinfûttl les fefttfttfe» otditr^^ë^ 
puissent convenir. U n'y a dette qiiié nô9fdlMtiilé!^^é^ldt^ qtitémént 
àffffim$iàM k Mis les éXfûsMé pûs^Aë&,t!tit tduàf lesf aréêr éNtHéhaiéiae 

tangente donnée -. 

3i. Mais û l'on veut se borner aux valeurs de cosnucr et sin ma:, 
mrîquement relatives à l^ai^c simulé que f oh considère,. ou n'aura 
qu'à fsAtéj dans nc^ formâtes, es±d, pour lé cas dé or plus petit 
qu'un droSt , et l'on aura fes formules ordinaires j d^où Ton voit 
d^abôrd qcûè ces ibiîdûties côtiviénnent a un exposant ouelconque, 
pourvu que Vkù^é Soît hsférïeur k l'angle droit. 

Zq. Ensuite, pour un arc de cosinus négatif, oe^ fera eOfii^ce^ 
revient à considérer dans la formule i'arc «z^— or plus grand qu'un 
droit ; el Poù auiftl r- . 

cosm(<» — jf) = n(cosi7M9-.S<^— «sinmcTtS), 
sinm(^— j?) = n(sinm^.Sa + cos?iM^.6)> 

qtâ^nerèVitttiiMttt plûS afttt fiHumll^ dtffiiiàiï^i; tf\>(i fàn voit' que, 
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rnéu^^ eu »e bornant aux valeurs i^latives à l'arc simpla y 1«6 formules 
ordinaires se trouvent feutivea , ([uand le cosinus de cet arc est 



•IV. 

Déuelopp^fnens des mêmes fQnQtiona cosmx et sinmx par les 
puissances descendantes du cosinus de tare single x. 

33. Au. Gûmmencement de ce Mémoire , nous avons développé 
cosiTio; et ûnmx en séries suivant tes puissances asooadantes du coair 
nus.de l'arc x que l'on considère; mais les géomètrea ont aussi donné 
des formules pour développer ces fonctions par les puissances descen^ 
danteis de la mémevariable, c^ qui présente de nouvelles difficultés 
qui méritent un. examen tont parjÂculier. 

Ea supposant Tare a? plus petit. qu'un droit, et par conséquent 
le cosinus p positif, on a trouvé plus haut les séries exactes 

cos7?Lr = p^o) sinnw: = ;;*S, 

qui contiennent les puissances de p et q mêlées ensemble : or, au 
moyen de l'équation y' == i — f> j pn i)ourrait faire disparaître toutes 
les puissanx^es paires de ^ , et il viendrait deux séries qui procéde- 
raient suivant les puissances descendantes de p ou cosx, ce qu'il 
s'agit d'obtenir. Mais, comme il serait difficile d'arriver à des séries 
régulières, par la simple substitution, on observe qu'en vertu des 
deux équations connues 

acosx.cosmr = cos(7?»-4-' i)^ 4* co^C'"'^ t)âp, 
acosx . sin mx = sin(i?t+i)x + sin(in—- i)a:, 

les cosinus et sinus d'arcs multiplets forment toujours deux séries 
récurrentes dont 'l'échelle de relation est acos^, — i. Ainsi, en 
pq^nt des dftujç p^ren^^es iralc(urs de cosi^ur et ^inmx pour m=?o 
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etifisa t y il est fiidle de s'élever aux autres, et de fonnei^ deuic' 
tables qu'on peut étebdre aussi loin qu'on vent, et d^à l'on tire 
les deux formules suivantes 



cosmxzsifrl^*^^ — m.a*^ -^ + .i""* -^ — etc., | 

(Voyez le Mémoire d'Ëuler, Nopa Acia Petr.y tome IX, et le 
Calcul des Fonctions de M* de lûgraoge. Leçon X). 

34. U parait que ces formules n'ont été trouvées que par tâton- 
nement; mais on peut les démontrer à posteriori y en faisant voit 
que, si elles- se vérifiaient jusqu'à un entier quelconque m, elles 
Si'iteAdraient au nombre 171+ 1 ; d'où il résulte qu'elles conviennent 
à un entier quelconque. (Voyez le Calcul differ. de M* Liicroîx). 

. Mais, par la manière même dont ces séries sont obtenues , on pi^vt 
douter qu'elles soient applicables à un exposant m fractionnaire : 
on trouve même que, dans le cas de m entier et posi^, ces séries 
vont à l'infini, et que , si l'on tient compte de tous le^ tcacmes^ elles 
donnent, pour co%mx et sinmj?, des valeurs fistusses. Il est vrai gi^e, 
par la nature des tables dont ces séries ne sont que les termes géné- 
raux , on ne doit aller, dans ce cas , que jusqu'aux termes qui con- 
tkniieat des puissances positives de p. Mais, comme les termes qui 
suivent, dit M. de Lagrange, ne sont pas nuls, on ne voit pas, 
a priori, pourquoi on les doit rejeter; et l'on voit encore moins ce 
que la formule exprimerait en ne les rejetant pas : difficultés singu- 
lières que l'auteur se propose de résoudre dans la Leçon suivante. 

35. Euler est le premier qui ait reconnu et corrigé cette esjièce 
d'imperfiiotion'dtfsforniales dont il s'agit, et il a lait voir qUe^ poulr 
AtTO-générales et applioabjes à toutes les valmit de ni, elles devaient 
être complétées par des formules toutes semblables,"ttlaîsoà l'expo* 

6 
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swt m est négatift M. de Ld^iuaige, dflns la Leçon 311* de Vt 
cité, parvient y par une analyse à peu prèa semblable, à «eUei 
conclusion. De sorte que, si l'on représente, pour abréger, ia ps^ 

mière série p*|a*~*— m^a"""* — -j-elc.} par jf^my ®* ^ même 

série où Ton changerait m en — wi, par ;e>"""0-«, 4m a pour le déve- 
loppement complet de -cosfiKr suivant les puissances descendantes 
de cos J! , la formule générale 

oosmx se: ff^M + /T"^.^» 

36. Maintenant on voit que, si m est un nombre entier, cette 
formule, <tuoi({ue prolongée -ii l'infini, revient toujours à une forme 
finie, par la destruction mutuelle de tous les termes qui 'contiennent 
des pittssanees n^ali^s de'^J de sorte qtte le résultat est le même 
que celui qu'on obtiendrait par la simple série p^«, en n'y conser- 
vant que les pmssances positives de /^ ; ce qui s'accorde parfaitement 
avec ce qu'on a'vu plus haut. 

lifàis, si m est firaettonnaSre, dit M. de Lagrange, les puissance^ 
négatives é^p ne se détrbiient plus, et la réunion des dent s^es 
j/sTO^"^ P*^^--^ est nécessaire a l'expression complète de casnac. 

37. Quant. a finmx^ si l'en différencie la finruiile pnéoédente 
par rappèrt à x^ on trouve, en observant qûe^ est ^al i -^y , la 
formule 

sin mx .sx^ qif^X, -^ F^l^h 

où je désigne parp*!,!, la série /?"|2*-' --^(m— a)*a*^ 4|-4- elcj , 

et par p'^lumf U même séria où l'tm <dMO0e m en i««HmL fifcil'on 
doit^ppli^er i\06tt#<eapRstton to«t ee i|n'oD<afditidak prwiiiit 
ralalive4;Cptiwr. 
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In^tfaction des formules précédentes. 

38* Telles sont doi^c , d'après Euler et M. de Lagrange y les véri- 
tables formules généralea qui expriment cosnu: et ûximx par les 
puUsaapes descendantes de ^ eu cosa:. 

MaiS) quoique .ces formules paraissent assez bien établies^ et même * 
^'eUes se vérifient pour un exposant entier qudçonque^ on va voir 
qu'elles sont tirées d'une analyse défectueuse, et qu'elles n'ont pas 
du tout la généralité qu'on leur suppose. 

Et en effet, pour les démontrer, on considère d'abord l'expression 
générale de cos/nx, qui est 



côffmx 



^ 0>-fi/p'-0"+(^-^i>'-0'" 



et l'on observe qu'il n'y a plus qu'à trouver le développement des 
binômes suivant les puissances descendantes de p. Or, par une ana- 
lyse qu'il est inutile de rapporter, on trouve d^abord , [four le pre- 
mier (/»*t- V/^*— 1)*> ce développement général 



etchangeanlmen — m^ on a leutdatsml» oelui de {p+\/p^' — i')"""? 
qM équivaut k^p'^s/p^-^iy : d'où Von conclut sur-la^champ la 
fomrale générale 4mit il s'agit. 

Mais, saM> revenir ici sur les oricffids d'Enfer ob de Lagrangie, 
on pcM? reconnaître au premier conp-d'lsnl que ce développe- 
ment de (/?+ V/^— 0" est tout-à-»fidt feutif dans là « question 
qjue l'on considère. Caty^p oo cosx étant ici essentiellement plus. 

]ietit^e l'unité, (/7-frV^^~ï)* > BéoAMÎrement toutes les v«- 
leuit» imn^înaîres, .|aiidi»que. la^séiw. ap^i^m au moins une valeur 

6.. 
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réelle. L'équation (;;+ V^;;':— i)"=3/rO« ne peut donc ici avoir 
lieu; et si l'on veut remonter à la source de l'erreur, on verra 
qu'elle est dans la supposition tacite de f>>i. Dans l'analyse 
d'Éuler et dans celle de Lagrange, on détermine même le pre- 
mier coefficient de la série par le cas particulier de p ^al. à l'in-^ 
fini; ce qui répugne tout- à -fait à la nature de la question: A la 
vérité, on peut trouver ce même coefficient d'une autre ma* 
niére, en cherchant, par le binôme de ffewton, le premier terme 
du développement de (/? + V)^*— i)"j mais le vice du calcul y 
est toujours le même; car, pour avoir ce premier terme, on corn* 

mence par réduire le radical \/^^ i ^ qui est ici imaginaire, dans 
la série 

-L _ » ^^ a ^^ 5 ^^ i4 • 4^ ^^ 
P %p J^ (ap)* (vy (ap)^ (ap)» ' 

qui est toute réelle, et par conséquent feutive, à moins qu'on ne 
suppose p>\* Ainsi, dans toute cette analyse, on suppose tou* 
jours /^ ou coso: plus grand que l'unité. Il est possible que, dans ce 
cas, la série a/ï^« soit le développement exact de (;&-f-V^/^*— i)** 
(et cela même est Trai); mais /?>• i ne pouvant plus représ^ter un 
cosinus, l'expresnon (^4- y^^*— i)" ne peut plus rép<mdre à une 
quantité de la forme cosmjr-f*V^*-*f sinnu; et la formule giéné-. 
raie qu'on a tirée de ce développement cesse d'êti^ applicable aux 
lignes trigonométriques dont il s'agit. Elle ne peut plus convenir 
qu'à des coèinus d'angles imaginaires; ou plutôt, comme on le verra 
plus loin^ die convient à des abscisses de secteiura réels ootasidérés 
dans l'hyperbole équilatère. 

39. Cette étrange hypothèse de pts^coj dont Euler fait' usage 
pour déterminer les coefficiois de sa- fonilale^ n'a point échappé, à 
ce grand géomètre, qui en bit expressément la t^emarque è la fin 



de son Mémoire. Il avoue qi^. ce cas pfartictiKer. 4p^^ il s'^t servi ^ 
et qui est si contraire à la nature des choses, peutvrendre les for- 
mules fortnàpeàteè' J mais 'si Ton, ikit attention^ dhf-«3^.qve. \éj 

développement de Teipression (p-KV^^*— i)"-H(/?— V)^* — i)" 
est d'abord établi d'une manière générale , et sans aucune idée 
d'application à la théorie des angles , tous les doutes doivent s'éva* 
nouir d'eux-mêmes, surtout quand on observe ensuite que la 
formule s'accorde si bien afce la vérité i 

4o. Mais 41 faut convenir que ce raisonnement ne )ève ancuu 
doute. Car, en supposant même que la formule se vérifie dans les 
^pplicaidons (ce qui n'a4>as lieu), il réstemitit voir pourquoi une 
formule, tirée d'une analyse qui suppose nécessairement /?> 1^ 
serait encore bonne et applicable lorsque ^ est <^ 1 , et peut ainsi 
répondre à un cosinus. ' . 

S'il en était ainsi, il fiiudrait prouver que, o^e supposition de 
p>ij qm est actuellement népessaire pour î'exAAtitude de cba* 
cùne des deux équations * .. 

{p + S/p^iT" = a./r^.., ' 

disparait d'elle-même dans l'addition de ces formules, de manière 
que la formule résultante est ^alemexit' applicable aux cas de /i > 
ou < 1. C'est , en effets ce Tjui arrivé dans le^ caj^oi^i l'exposant m est 
un nombre entier positiiF éù négatif^ comme je vais le &ire voir 
tout ài'heure; mais c'est ^ qui ne peut plu3 avoir liçu dap^le cas 
de l'exposant m fractionnaire. 

X JS^x. I\>ur le démontrer, je suppose qu'on déVe3d|ipe, par la for- 
mvXe Aé Nevmà, ïà puissatrte' W* àd binôme p 4- V'j^^— 7y on 
aura d'abbTd,'^'en séjHiraiît Ta par^ 'rflh(^ellé dé la pUrtie aflbaée 



m RlOHE&CSSS.S^K I/ABAiTSB 



- I , ii*«iîi— 1 .1»-— a.ii*— 3 1^ . %• . . 



on tu»iâe même ' 

^i Tofî ajoute ces déyeloppeniens^, k partie aflTectée. du raçlical 
t/'p* — I disparaît, et il vient simplement 



équation par&itemefft.e«aQte,-^eL «fciefoH n^ ^Q quel que soil p 
plus grand ou pluS' pe^ ,que-l!uiriti& __ « ^ * • . 

Si, avant de &ire l'addition des deux expressions précédentes, on 
avait substitué au radijcal \/p*— -i, le développement ^ 

qui n'est légUime qu'autant que )? est > t , les parties prôvenântÀ 
de ce radical développé ne s'en seraient pasmoins détruites dans la 
somnae des deuY.fi>rmu)es^,,et par conséquent on pourrait encore j 
supposer sans, erreur la quaAtité,/'<i, ou foi^e /?=cosx^ auquel 

caa Ve premier |nembt<a (p+ V5^~0* + (p*^ Vp^^^i^T téponr 
drait prédsément à acosmx. Ainsi, la fausse supposit^Hf. qp'om 
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JlQifait fiiite.sq siérait encore ëvanonie du r^Qltaty.quiresterm^ftl^si 
exact qu'auparavant. 

AAw^ Aulfeu i4e ibnner le fd^ir^oppirpiient 4e (/^-r- Vip'— i)" 
jpas J4 voia^^que jç viens ^e. spivre^ on observe qu'on ja Véquatiou 
identique 

qui est vraie quel que soit p; et qiie par conséquent, pouir'aVbir le 
dévéloppemiefut de (p — V)'*— i)^, 3 suffît de cban^i* >rf en — /^ 
dans celui de (;> + vj^*— i j^^ lequel'répon^ a la èérie 3/1-O.. 
On a donc cette nouvelle expression de (/?— Vf^*— i)* 



Or, ce nouveau dëv'eloppeiaoîent' de (/? — V^;»'-- 1 )*", qui ne con- 
tient que des puissances p— , p""^, fr^*y etc., ne peut être 
idepti^nejrec le premier,<:qù 1m E«Msances »•,•, ;;'^*, /»^<, etc. 
soiît toutes diffâ-é^ , à iùbtÀ queliftti soit un[poinI^«^er. 

^tenc, si m eatilBe4htott4»,^Mti»;^ pK^ que, àtma l'ad- 
dition des deux formules 
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V/?*— •! se détruisent mutuellemeiit, et c(tie par conséquent B 
supposition de/7>> i ait disparu du résultat. 

Màii si m est un nombre entier, le second développenent de 
(^-^ V/i* — i)* ne contenant aucune puissance p'^j Z^*"*"^? 
Z^""""^, etc. qui ne se trouve aussi dans le premier, ces deux déve- 
loppemens de la même quantité seront nécessairement identiques; 
let par conséquent, dans l'addition des deux formules précédentes, 
tout ce qui provient du développement fautif de ^p^—ï dîspa- 
rattra, comme plus haut, du résultat,' qui 'par ^xmséqiient sera 
encore applicable dans le cas où /» est < i , et répond ainsi a un 
cosinus. - V . , 

4a. On voit donc par, )à ipie la $>hnule d'Euler ne peut convenir 
qu'à un exposant m entie^^ auquel cas (elle doit rentrer, et rentre 
en effet dans Tune ou loutre; des deux séries (A) et (A^ qu'enta 
trouvées dans If^ prçpier paragraphe, et qu'on écrirait simplement 
dans l'ordre renversé : ce qui n'apprend phis rien de nouveau. 

Gependant«£uler et Lagrauge regardent cette formule comme' 
applicable à toutes leé valeurs de m; et dans son Mémoire, Euler 
donne l'exemple partii^ulier de msssf, ôii il «roove <^ala Ibnnufe 
se vérifie. En effet, si l'on pose, pour abréger, 3/1 = tt, la formub 
donne, dans le cas de m =s^, 



» 

d'un autre côté, on a^ ^jcos Jx » V^T+n^ j or Va + a développé 
en série suivant les "puiteances descendantes de 11, donne 



DES SECTIONS ▲RGULAIBES. 49 

ce qui est prëcisément la réunion des deux séries précédentes dans 
le développement de ^icos^^o:. 

Mais il faut observer, à cause de - < i , que ces développemens sont 

illusoires, et aussi fautifs que celui de \//7* — ^^^^/'"^T"' ' (^pV ^*^' 
dans le cas de /?< I. En supposant, par exemple, un angle x égal 
aux deux tiers d'un angle droit, on a ^ = ^ et,tt=r i j et la vraie 
valeur de acos^x est V3) qwi est <C2 : or,. par la série, on 
trouverait . ^ 

ncos^x =1+1 — \ +i — f + ^ — ii-^ A| — etc.toujoun > 2 , 

ce qui est tout-à-£giit faux. 

Ainsi, cet exemple de m=i est une nouvelle preuve Tfe ce que 
j'ai avancé; et les formules dont il s'agit ne peuvent être exactes, 
dans le cas de *m fractionnaire , que lorsqu'on suppose p^ \» Alors 
les séries sont convergentes, mais, comme je l'ai dit, elles ne répon- 
dent plus qu'à des sections considérées dans l'hyperbole, et c'est ce 
qu'on verra.au n** 5^. 

45. On a vûiplus haut que, >si m est un nombre entier, la fausse 
8upposition.de;>> i disparait dans l'addition de nos deux séries 
3^0« et 2j9'"^.« : mais il est évident qiie la même chose n'a pas 
lieu quand , au lieu de la somme , on prend la différence de ces deux 
expressions. Ainsi, même dans le cas de l'exposant entier, on n'a 
point l'équation 



à moins qu'on ne suppose p>i. On ne peut donc avoir 

■' a|/*— ï sinTTM? = 2;?K)g| — 2^""^_g| , 
et il &ut rejeter cette expression àe Anmx^ noD point par la raison 

7 



6t> a8fliiueii<îHR5 sm^,m»iàLT*« 

([u'^llasecait embarrassée d'imaginaires, paais bien parce qu!elXe e*t 
tout- à-fait fausse. 

44* Quapt à l'autre formule qu'on a donnée pour sinnu;, et 
qu'on obtient .sur-le-cbamp^, par la. simple differentiatfon de celle 
qui exprime CQsmj:, îl faut ÏUÎ appliquer tout ce que j'ai dit de cette 
derrière, et en conclure qu'eUene peut être exaete que dans le cas 
cle l'exposant m entier. 

Recherche du*ecte des véritables formules. 

45. Après avoir hfiontré le défaut des séries précédentes, il nous 
reste à chercher directement les véritables (si: toutefois cesk fbi;inules 
généralef sont possibles) , et à dissiper tous le3 utiages qui pourrEgient 
encore obscqr^ir ce poip^t d'analyse. 

Or, eri considérant d'abprd cosww:, nous avona t^auvé plus haut 
\d^ série exacte 

cosma: = ;;-{i ;— .Ji + a , 3 . 4- "V^^^M 

Diil'Qna y'sri-^/?», çf=ii,'^:^p^'hp^9 Ç*=î^J~3;?^-^3/^~p\etc. 
U ne. reste donc qu'à snbstitujBr ces valeurs de,^*^ ^\ ySi«te^>, ^ti 
ordonne^ toute, là $érie pan rapport aux puissanc^t» 4^cenda|i^ 
/?-;;?— %p"-*, etc. 

Oi: , si Fon fait , pour aJtwéger , 

et si l'on représente là série cherchée par 

cos mx = A;yr — Bgf- H^ ^ Cg"-< — ^ Dp"~* + etc. , 
on trei>teiy ^ctw Ufs.^w^smuk suocessifii, A, By G, Dy qta 
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iC = *H-3c4-.6t/-f ioe+i5/-h2i^Hr.elc., 

. etc., e4o., 
cocffîciens dont la composition en a^b^ Cy dy e^J] etc. est avideute ; 
mais dont il js'agit maintenant de trouver l'expression finie en fonc- 
tion de Tex posant m. 

Pour cela , j'observe que le premier coefficient A , si les termes 
successifs i,^, &, ^9^9 ^^c- ^" étaient respectivement multipliés 
par I , jTy jr^y j^^ j^^ etc. , deviendrait i H- ^ H- */*+ <?7^ + etc. 

c est-a-dire , 1 •+• . y + 5 — 7 — • y + Ac. ,♦ 

qm équivaut a • ^— ! — ^ll^^-^ ^^^ = Y, 

de sorte que A est précisément égal à cetta fomctioa Y quand on 
y &it^:=s ir Et ilcst facile de voir que les autres, coelficiens B, ~C, 
-^^ .D. etc. se trouveraient de ta même ftianière dar là différentia- 
tion successive de cette fonction. Et en effet, on aufait 

iH-«jH-*r*+^y+^+çr*+j&''4-etc. ===Y, 

o.-f 4*^-4- i<wr*-l* ao^ H- etc. = ^ . ^ , 

J+5er+i5/r--t-elc. = j^.^, 
etc. , etc. 
Or, si l'on fait / = 1 , les premiers membres de ces équations de-* 

7-- 



Jn RECHERCHES SUR UiNALTSE 

vienHent les coefficiens A, B, -C, -— 5 D, elc; de notre ^rie; d'où il 

' 'a ' a. 3 / _ ' 

résulte que les valeurs de A, B, G, D, etc. en fonction finie de 
l'exposant m\ sont les fonctions dérivées successives de la fonction 
Y— + ^J^)''^0-V<r)" ^ ^^ Y^^ f^ij ensuite j^=: I, et que je 

dénoterai simplement par (Y), (Y'), (Y'O, (Y'"), etc. 
Ainsi l'on trouvera de cette manière : 

A=(Y)= ^{:.-+o-}, 

B =:.(Y')==^.{m(2— -o--)}, 

C = (\") = 1 {m.m— 1.(3— -ho-^») — m(a— »— o— 0}? 

D = (Y"») = l{m.m^ i.m— a.(2— » — o— ») 

— 3m.m — I . (a"— 4- o"— ) + 3m(2"'-' — o— *)} , 
E = (Y") = ^{m.m— î.m— 2.m— 3.(a— ♦ + o"--*) 

— 6m. m — i./n — a . (a*^' — o*"^) 

4- iSm.m — I . (a—* 4- o"^*) — » 5m(a"— ' — o"-*)} f 
etc., etc., etc. 

46. Telle est la véritable. expression analytique des coefficiens 
A, B, C, D, etc., et dans laquelle il faut conserver les termes o", 
o"*"*', o**^, etc., parce que chacune de ces puissances de £ërd Teçoit 
une valeur particulière, qui est l'unité, ou zéro, ou l'infini, selon 
que l'exposant de cette puissance est nul, positif ou négatif. 

On aura donc, pour le vrai développement de cosm^r suivant 
les puissances descendantes de p ou cosx, en supposant . toujours 
l'angle x plus pelit qu'un droit, et ne considérant que la seule 
valeur de cosmx, qui est relative k cet arc simple; on aura, dis-je, 
la série générale . 
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co8»ix= (Y)p' - (Y'>— -H imp^-^ - ^ CY>— + etc., 

OÙ (Y), (Y')] (Y''), etc. sont les fonctions dërivëes successives de la 
fonction Y= ^'"^^«^^ n-('--V>J ^ jg^^^^ lesquelles on fait/s i. 

47. Maintenant, si l'on suppose m ëgal à un entier positif, o, i, 
:a, 3, 4) ®*^'> 0*^ ^^^^ m^^ notre sërie s'arrête d'elle-même, comme 
cela doit être, et quMle donne la valeur exacte de cosmx. 

Ainsi, pour les deux premiers nombres m=o et 771=1, on 
trouve que le premier coefficient seul a une valeur finie, et que 
tous les autres deviennent nuls. 

Pour 771 =: 2 et 771 =s 3, il n'y a que les deux premiers coefiiciens 
qui subsistent, et tous les antres s'évanouissent. 

Pour 77i=s4 et 771 = 5, il n'y a que les trois premiers coefficiens 
qui subsistent ; et ainsi de suite^ à l'infini. 

48. Mais si 771 est une fraction , la sérié ne se termine plus ; et 
même les premiers coefiiciens de cette série ne demeurent finis qu'au- 
tant qu'ils ne renferment pas encore dans leur expression , de puis- 
sance négative de zéro. Ainsi, pour 771 compris entre o et 1 , il n'y 
a que le premier coefficient qui reste fini ; pour 771 entre i et a , il 
n'y a que les deux premiers coefficiens qui restent finis j et ainsi de 
suite. Au-delà, tous les coefficiens deviennent infinis, et la formule 
est illusoire. Il en est de même pour les exposans n^tife. D'où je 
concUis que ce développement de cosmx par les puissances descen- 
dantes p^j P^^^i ^tc- ^" cosinus p de x, n^est vraiment possible et 
applicable que lorsque 771 est un exposant entier positif; auquel cas 
il rentre dans le développement de cos77tar par les puissances entières 
et positives de /?. ' , 

49. Une chose digne de remarque, c'est que, si dans l'expression 
analytique de nos coefficiens A^ B, -C, — x • D, etc., on obligeait 
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tous Içs terme» en o", o*""',.o"^% c/*"*^, etc., en les comptant comme 
nuls, ou trouverait précisément les coefficiens de l'ancienne série 
p^my savoir : 



i«-S. 



tn,Tn 



— . a*^ 1 ^ 



.;!■•-'• etc. 



> a •" » a . 3 

D'où l'on voit d'abord pourxpioi celte ancienne série doone tou- 
jours pour cosmx des valeurs fausses : et en second lieU| pourquoi 
dans le cas de m entier elle donne une valeur exacte si l'on n'y 
prend (;[ue les termes qui contiennent des puissances positives de p-, 
car cela revient à rejeter de la vécitable expression tout ce qui s'y 
trouve alors exactement' nul. 

SOé Par une analyse toute semblable à la prëoédcnie ^ on peut 
trouver le développement général de sin mx par les puisomees dea^ 
cendantcv» de p. Car on a d'abord 

_ .( m,m — i.m— a «r^ . n».ifi**Tjpi-«*a.ni-«4.i»«-{ «p^ , ï 
't 2.3 /)' a.3.4«^ />* J 

d'où l'on peut éliminer, comme plus haut, toutes les puissances 
paires de q. Or, si l'on représente le résultat ordonné par la série 

siu wio: = ^f Ap— * — B;?--* •+• jC;^""* — j~ . DfT^^ + etc.} , 

et que l'on considère la fonction Y= ^ ^^^^ j- ZL.^ on aura 

A, B^ C, D, etc. respectivement égaux aux fonctions socceanves 
Y, --r-, -^, •^, etc. quand on y fait j'ss i. Ce qui donne* 

Â=(Y)=:l(a--oF), 
B=(Y')=^{/»(a— +o^') -(a--o-)J, 

C= (ï")=^3{'».m— I .(a— — o"->r-3m(a— +o"-)+3(a--<y)} , 
D= (¥"») = etc., 



et l'on appliquera à cette j^rmule de A^nu» t(mt ce (|ûe f ai dit de 
la première. , / • 

5i. On pourrait ensuite compléter ces formules, comme dans le 
paragrapha précédent, afin de les rendre tûut-à-'fait générales, c'est- 
à-dire applicables à tous les differens arcs a: qui peuvent répondre à 
un même cosinus donné ^, positif ou négatif : d^où l'on vérfaît que 
la réunion des d^ux. séries précédentes est nécessaire en général à 
l'expression complète des fonctions cositio: et smmx. etc!, etc. 

Mais en voilà beaucoup, et peut-être trop sur ce sujet, puisque 
cea Mries Ula3oires, ou divei^ates à^ leur nature,, ne peuvent élue 
appliquées aux sections angulaires. 

5a. Toutefois , il est nécessaire de confirmer ici ce que j'ai avancé 
plus haut sur la nature de la série ^p^O^^. J^ar dit que cette série 
n'était le développement de l'expression {p -^ Vp*— "0"*^ ^^ ^^^^ 
le cas de;?>i : c'est ce qu'il est facile dé- voir directement par 
l'analyse précédente ; car on a * 

{p^^ Vp^^T^^P^ — B/)---- + i C;?-^ -1- ^ tjf^^ + etc. 

et, si Ton met, à la place du radical \/p^ — i , ce développement 

qui suppose nécessairement ;? >• i^on trouvesa^ en (Ordonnant toute 
kl eérie par rapport aux puissances ;?*; ;?"^ p^^eit'. , "" '"' 

Or, pat nos valeurs générales de A, B, C, etc. A, B, C , oatrouve. 
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en ei&çant ce qui se d^uit, ^ 

(A + Â) = a-; (B-|-B^iÂ)=: ma— ; 

(Ç±£±J ». Iâ) = Îî:i2=i.a-*; etc., 

et par conséquent, on a 

{p + K/p=lT = CV)-- '«C v)— + =^~^ (v)--* - etc. 

Ainsi, il n'y a aucun doute q#l cette série ne soit le développement 
exact de {p -f« \/^*— •!/ , niais seulement dans le cas de ^^ i. 

Il résulte de là que la double formule 

ne convient point au cosinus ou sinus du multiple ma: d'un angle a? 
dont le cosinus est p et le sinus v/i— /?*^ mais bien à Tabscisse P 
et à l'ordonnée y/P* — i d'un secteur hyperbolique m^, multiple 
d'un secteur ç dont l'abscisse serait p^ et l'ordonnée, \/p*—i. 

En effet , en nommant a le double de ce secteur ^ , on a, comme 
on le sait, dans l'hyperbole équilatère, eû=sl(^p -|- v/j^*— i); d'où 
Ton tire e* s=s^ 4* V^'— ^ > ®t partant, «"^ sa/er— v7>»— i. Ainsi 
l'abscisse /> et l'ordonnée V^p^—T répondantes au secteur ^; sont 

exprimées par 2 — -et ~^ — . On aurait donc de même, pour 

l'absdsse P et l'ordonnée V/P*— i, qui répondraient an secteur mf , 
les«expressions 



'-4-^'"'"'' -1 



a. 



= p, et î?::==i— = v^::::7i 
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mais on a •„,= (p^ v>'— if «t «-""= (p — \/^*— i)"; 
et par conséquent, 

Ce qu'il feUait démontrer. 

53. 11 résulte de toute cette analyse que , dans le cercle, on ne peut 
développer l'abscisse ou l'ordonnée d'un secteur multiple que par les 
puissances ascendantes de l'abscisse /et^ i , qui répond au secteur sim- 
ple; et c'est ce qu'on a fait au commencement de ce Mémoire. Que, 
dans l'hyperbole, l'abscisse ou l'ordonnée d'un secleur multiple doit 
être développée par les puissances descendantes de l'absciàse p>iy 
qui répond au secteur simple. Enfin , qu'il y a un cas où la même série 
convient à la fois au cercle et à l'hyperbole, selon qu'on y fait 
p^ ou. >> 1 : c'est celui de l'exposant ou multiple m égal à un 
nombre entier. Alors on a des séries terminées de même forme, et 
où l'on ne voit d^autre différence que l'ordre dans lequel les termes 
s'y trouvent écrits. Ainsi, quand m est un entier, la même formule 
peut servir à la multiplication des secteurs circulaires ou hyperbo- 
liques, ou, si l'on veut, des angles et des logarithmes. Mais si m 
est une fraction, il faut des séries diflK^rentes; l'une, pour le cercle, 
et qui procède par les puissances ascendantes, l'autre, pour l'by^ 
perbole, et qui procède par les puissances descendantes de l'ab- 
scisse p qui répond au secteur simple que l'on considère. 



V. 

Dépeloppemens dune pui^sfm^ jjuelcçnque du fosinus, ou sinus 
d'un arc, par tes cosinus ou sinus dores multiples. 

54- Passons maintenant aux formules rëdproqnes des précé«* 
dentés , c'est-à-dîre a celles où l'on développe le^ poîaifu^cet dà 
cosinus ou du sinus d'un arc en une suite de cosinus ou de sinus 
d'arcs multiples : transformation toujours possible, et qui est, comme 
on le sait, de la plus grande utilité pour l'iot^ration des fonctions 
circulaires. 

Soit donc, en premier lieu, la fonction jr^zeosTXj qu'on se 
propose de développer en une série de cette forme : 

jr 55; Acosiur-f-Q ccv5(ji— i)îr-|rÇcQ$(i»— 3)3;+D ooa(i»— 3);c4-cte,, 

où il s'agit de déterminer les eoefficiens A, B, C, D^ etc. ainsi que 
le nombre n. 

En stnvant encore ici Fanal jse de M. de Lagrange, on tirera de 
féquation proposée ^sscos^x, l'équation diflKrenUeUe on la dé- 
rivée du premier ordre 

m^sinx ^yçQSjp = o, 

el y substitnapr , pour j^ et y, levr» wàkwn tirées <fe la aém p as» 
dente, ou verva qu'on peut satisbire entièrement k Inéquation <)îflK^ 
TMtieile, en posant nzam, Bspo, Ds^o, etc., 

et C s= m • A , 

n — ^ •A, 

G=— ^— j .A, 

etc.; 



«t qtie, put Coti'SêtiMtil, on pébe toù^^ sUppetetf *^ ^ Mit 
PëtpcMaût tttf Pëcfitttidn 

où le coéfficiedt À est eilcore iodétermiiihe él dépend dé fâ nature 
de la fonction développée cos^x. 

rour déterminer la vateur de cette constahnte, M. de Lagl^ange 
sop[k>se sîmpIemenC x=fo, et Téquation lui donne 

et psr Mnaé^nt 

d'où y en tnbatituant, et nmltipliaiiit pat j*^ it trouM . . 

(acos jc)* = cos/nx «4*171 co8 (m— a)jC'+- — ^ co8(m— 4)«îP-t- etc. , 

ce qui est la formule connue, qu'il regarde comme générale pour 
des valeurs quelconques de l'éiposailt ïfi. 

55. Cestf au xeste.yk fllèBie expression qu'Euler ^vaitr donnée 
dans le tomie Y des Nouveaux Commentaires de Pétersbourg, par 
une analj^ie e«»re plus simple', et qui B'étaôt fimdée que ëùr k 
finriQttlè dm Piewtm et eeUe <to Moiirrf y fouMs iena. tpfilictkkt à 
des exppsans quelconques, ne parait laisser aucun djouie suf la géné- 
ralité de Pexpression dont il s'agit. Cependant, notAi allons voir 
qtier cette^ formulé est incttopl^e , et' qu'elle préseîitë^le itidMë'Âl^idl 
<jue j'ai déjà relevé- daiis les articles précédens. 

W^f 4v«ftt de rectifier ^ee nouvwéu. point de.jft^trineK.jc.dpif 
observer qu'on avait déjà trouvé un cas particulier où la formule est 
en défiiut^ Cest celui de I7i==: j et de x^s^Wj 4^ ét'antla^ demi- 

8.- 
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drconfërence. Car, en ne considérant simplement qae la valeur 
réelle du premier membre y la formule qui devrait nous donner 

3 < s 3 

}/2cosiar = — y a, donne la valeur fausse Ji/a. (Voyez une Note 
insérée dans le second volume de la Correspondance sur TEcole 
Polytechnique, page 212). Mais ce cas particulier, l'explication 
qu'on en donne, la formule imaginaire de cos"x qu'on substitue 
à la précédente » et qui n'est autre chose que l'une ou l'autre des 
deux expressions que donne Euler, mais qu'il ajoute ensemble pour 
en faire' disparaître le radical |/— -i , ne font voir ni le défaut précis 
de la démonstration d'Euler, ni surtout celui de l'analyse de 
M. de Lagrange; et cette remarque particulière n'a servi qu'à 
&ire naître beaucoup d'autres objections et de nouvelles difficultés 
qu'on n'a point encore résolues. C'est ce qu'on peut voir dans le 
tome III du Calcul différentiel et intégral de M. Lacroix'(!i* édition , 
pag. 6o5. • .616), et c'est ce qu'on veiTa bien mieux encore par 
l'analyse suivante. 

Examen de V Analyse de Lagrange. 

56. Considérons donc attentivement l'équatiou 

(acosar)"=cosmar+'wèos(m — a)ar+ ^* " ^ cos(m— 4)*+etc.s=sP, , 

que l'on suppose vraie pour des valeurs quelconques de m.' 
D'abord, il est £Eicile de reconnaître que, si m est une fraction 

irréductible -, les deux membres de la formule ne peuvent avoir 

actuellement la même généralité. Car le premier, qui devient 

k^(acosa:y, a n valeurs différentes, parmi lesquelles il y en a av 
moins n— «3 d'imaginaires. D'un autre côté, le second membre 

cos - a:-f--^cosr-— 2^JC-f-etc., présente bien aussi n valeurs, 
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(qu'on obtiendrait en y mettant successivement, au lieu de x^ les 
arcs X, x-l-c, Jp+ac^etc., Jf +(w— 0^> ^^ ^ ^^ change rien 

au premier membre |/(:acosJc)') ; mais ces n valeurs du second 
membre sont toutes réelles. Ainsi, quoique les deux membres de 
l'équation présentent le même nombre de valeurs , il ne pourrait y 
en avoir que deux au plus qui fussent égales de part et d'autre ; et 
il n'y en aurait même aucune dans le cas où, le dénominateur n 
étant un nombre pair, on aurait en même temps cosx négatif. I^a 
fiarmule dont il s'agit est donc défectueuse en général, et l'imper- 
fection tient encore ici^ comme on va le voir, à la détermihation 
incomplète de la constante A. 

En eflet, à, dans l'expression générale, 

€06f'j:=:A{oosiii«+mco6(m<— a)x+^^^^cos(m---4)^4-etc.|, 

on fait x=:o, il ne vient pas simplement, comme on le suppose, 
i=5A{i-t-i}", d'où l'on tire A=:— : mais il vient plus géné- 
ralement i^sA co8ino{i-|-i}*, où il fiait remarquer que le 
&cteur cosino, dans le cas de m=-. n'a pas seulement la valeur i ; 
mais qu'il en a encore n— i autres toutes réelles, qui sont cos - <?, 
eos - ac, cos - 3c , etc. , cos - (n — i)c; c désignant k circonférence. 

Ainsi on aurait, pour l'expresmon générale de la constante A 

déterminée par l'hypothèse particulière d'un arc x=o dont le 

cosinus est positif, 

■ .• Ar= <'>• 

a^cosmo ' 

OÙ le dénominateur cosmo a i» valeurs réelles différentes, en ajou* 
tant à l'arc o un multiple ec de la drconference, depuis esso jus- 
qu'à essi»— I. 
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Si , poof UtonmÊÊer cette cmifantgy ^nr fieit ée fiaf^rJR JKsië ^ 
a» goppowBt jr ^grf a b toai^ cîi q nJ B ieâi ee <r, ddnt to^ 
négitify oo tfOOTCcait celle o o pvcl ie i 



_ (-tr 



A = 



doDt ksJtTalevsBeiencnneDtaiK premier» ip»dMi» le cas tfèJlf 
sérail une fiadkm de denoamialeiir impaic. Mnsy CbaMse immê aa 
cas inéaK> ces Taleors ne te présenteot pas daatt k mèÊÊe ordea, à 
iiienre<{a'oQaîqiiteararcOy 00.& rarc4ry plasiao» fixa la ( 
fiSreoee e^ il fiml, pour éviter loute eraeue ai laole JMfmiiêy 
quer la première expreanoo de A^ aa cas gnrfral de coaJt pottlify 
et la secocMfe aa cas de cosjr n^tiL Oo a donc, pour Tt 
gén^cakOcA^ .^ — 

A = f-^ 



•y 



if)« 



oA Pion prendra le signe db ariôn qoe Tare x sera d^is le 

La fiMiBule conpléle .dm dévjdoupeaae&t da la poissaw 
CQDqœ m da cosîniis d'un arc, par les oosiniis des arcs nndti|4es, 
eitdonc 

5> Adndlfnirat,. il bmÊL tob coanifi crtte fiMMola gêéÊtÊié 
rqiond a tons les cas de Texposant m entier ou fiaclawHiiiH 

D'abord, si ai est on nnnihrr' cobee^ ftoilif oo n^tif, le ooeS- 
cient A qni nmltiplie la série, sera loa)oiirs égal a Fonilé, et Pou 
aarala fivntole otdinaire, oè les denr membres ne prâenCeni 
«fa'iua&raenk.cf Baéaaa wlcu i' i^éeBe. Ce cas n'oflfVé pas ûi m<Hndre 
difficulté. • *^* — 
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Si m est une fraclîoD irrédmàlîjble ^^ le premier membre (scosor)» 

a n valeurs , qui sontPune cjuelconque d'entre elles multipliée suc- 
cessivemept par les n raciues de l'unité* Le secoad membre nous 

r 

offre aussi ji racmés de même nature^ k raison du licteur (dbf)" 
dwtU est |pl$ecté; et ^us<|u'içi^ les deu^^ membres de notre équa- 
tion nous présentent le même nombre de valeurs semblables, mais 
cela, pour une seule valeur de la série \ cosmar+m ces (tw— ajrc+etc. } . 
Or cette série ayant elle-même n valeurs difFérent^s et toutes réelles, 
pour les dîHerens àrcs/ar, ar-f-c, a: + ac^ etc., «^-(/i — i)c de 
même cosinus, il paraîtrait maintenant que le second membre de la 
fioirmule ^é^ivBle a n fois plus de valeurs que le premier, ce qui ne 
dpitpas êt^re. Pouir résoudre cette nouvelle difficulté , j'observe que 
Ù Ton ajoute à Tare x qui entre dans la série, iip multiple queî- 
C00i|Me de la circonférence , il faut aussi ajouter eu même temps à 
l'arc o ou 4r, qui entre dans le dénominateur du coefficient A, le 
même multiple de la circonférence ; et qu'ainsi les n valeurs réelles 
de Jbc 9àne répondent» cUiKVXia h dumimjJm$^ n val#|ics réelles de 
ce diviseur : de sort^ qi:^ le quotient reste toujours le même, quelles 
que soient les deux Vialews conjuguées qu'on emploie, et que le 
McoDd membre eqfia pnfeebtc». ewpGometft \à»^ même» v^sleiurs q^ie 
!• preftûer, et nîena préa^émetit qua.fe même nombre. 

58.. Telle est, je crois,, la solution, exacte de cette question qui 
Avait, eml^arrassé les géomètres : question délicate où l'erreur com* 
XfX^ et la difficulté de la redresser tiexment également à l'oubli de 
cettA^équivoque, attachée aux fonctions circulaires aussi bien qu'aux 
radÎQiUX ', et qui eu est toujours inséparal^le; Mais il -est bon d'eôlàiréir 
al det cmfirmer enmfn la fi^wule pcéc44ei4t^ |>ac quelque» ii^li*- 
cations. 
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Exemples. 

Considérons en premier lieu le cas de mss: j^et de a:s=s4r, qu'où 
a rapporté plus haut, et où la formule ordinaire a paru Ëiutive. 
G>mme l'arc 4r que l'on considère est de cosinus négatif, il fiint 

prendre dans la formule générale le coefficient A ^al à ^— — • Or, 
en faisant m= j et a:=4r, cette formule (L) donne 

compie cela doit être. 

Si, au lieu de l'arc simple x^ on mettait ce même arc augmenté 
d'une ou de deux circonférences, il Eeiudrait augmenter aussi du 
même nombre de circonférences l'arc v qui entre dans le diviseur 
cos j^; et la formule nous présenterait encore la même valeur 

exacte v^— 2. 

59. Dans cet exemple de i7is= j, si l'on ajoute à l'arc une seule 

fois la circonférence, le coefficient A= — , ~ . ^ (en ne considé- 

rant que sa valeur réelle) devient simplement égal â l'unité : d'où 
l'on voit, en passant, pourquoi la formule ordinaire, qui est £ittr 
tive pour l'arc x = 4r, ne l'est plus en faisant xzsz^-^^c. 

En général, pour le cas d'un arc x de cosinus négatif^ et d'un 
exposant m égal à une fraction quelconque de dénominateur n 
impair, il est aisé de voir que la formule ordinaire donnera une valeur 



exacte, si l'on y met, au lieu de l'arc simple or, l'arc ar-f- -c 



a 



et c'est ce qui sera confirmé de nouveau quand nous rectifierons 
l'analyse d'Euler- 

6p. Mais si, coso: étant toujours n^atlf^ m est une fraction dé 
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dénominateur pair, il n'y a aucun arc ir4~^ ^ioùr lequel la ifor-i* 
mule ordinaire puisse devenir exacte j . comice cda çsi^ d'ailleurs 
assez évident de soi-même. Dans le cas dont il s'agit, toutes les 
valeurs de (scosor)" sont imaginaires, et la formule ordinaire ne 
peut répondre à aucune d'elles; mais notre formulé géiiérakr(L) 
les représente toujours ave)c la même précision et là môme exactitude. 

Soit, par exemple,^ wi = — et ar = oa*, et l'on trouvera * 

• « • * • 

*" i/— 1 i 1 —1 ^ 

V/acos 4r = ^ ^ jcos — 4r (i + f )« Jj a» ^ — a , 

cos — wK, } 4 ^ 

un 

comme cela doit être. 

. 6i. Considérons maintenant le oasd'tm lurc xz=z^ s=s «#. On aura 

4 

co§ûi=:sinâ» = — 7-; et la valeur de la foùction (âcos^r)* sera ici 
^a ^ > - * ' 

{2CosM)*=:(|/a)*^ Ainsi lïi formule générale ^kknt nous donner 

(•»)-. V . . 

Or, en y substituant, au lieu de or, l'angle 60, et réduisant, cette 

formule donne • 



— ^-^ — {cosmûii ï— h 5 — 7 — etc.] . 

cpsm.o l \ a' 2.3.4 / 

mais il esj; aisé de voir que la $uite , qui multiplie cos m«i , n'est autre 
chose^que 1» valeur réelle du développement de . 



a . ' 



et que l'autre suite, qui multiplie ûniM», est Ip valeur ré^e du 
déreloppement de v - , # 

9 
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iy4iik.httftt4>côbéyi][ eat- elair qu'on a - 

(i sfc 1/ — i)* =s (v/a)" (coamoi db y^ — i sin m«) : 

1q« vAkw^ arithmétique des d£MX. sukes qui raubii^nl eotUM et 
isiiim»ii«fttdûJDC 

Substitdaiitioe» valeurs daiM" ia^fwinule g^nnAraley oa trourp qu'elle 
se réduit à 

• . 

qui est la vraie valeur de (acos^)". 
6a».âDitençQre^.poupei(emple, xps^««s3«#c»4^; ce qui donne 

ArCau^^^d^ cos^ n#gf^tiff il £Euifc j>rendre^ pomi le co^Kdeut de 
la formule, As:^ — —i'^^y P^^ ^^ calcul tout semblable aa pré- 
cédent« on trouvera qu'elle se réduit à 

(acosf)*=5 '^^^{cosm^ cosmû» — sinmf siniTUiJd/a)"', 
oubieilâ .' • 



dont je second membre , à cause de ç -f- ^ = ^ 9 revient à 
(-^i)*(v/a)*, ce qui est précisément la valeur de (acos^)*^. 

«Tai été bien aise d^ajôuter eés deux derniers eiemjples, noB-seu- 
lement comme des àppUcatims particulières de notre formule, mais 
encore comme un moyen de vérifier la détermination que j'ai ^te 
plu» hatlt èt^Èt constaBte Ai« Gar on^ v^oît ici. que^ ÂFon* bMit déter^ 

nûné cette constante par le cas particulier de xs= y, dont le cosinus 

est positif, on l'eût Orouv^ ta niâilis.qtie par le cas de x=:o ; et 
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qu'en faisant x^ssijW^ tle cosinus në|^tif, on hlr^iivmitwinla 
jnême que par la supposition dé a: => «ir ; comme cela doit être. 

63, On peut m:ultipKer ces «^Lemples; le lecteur j suppléera. 
Ma» je dois £ure ici une remarque, importante sur le point précis 
xi^exacUtude qu'on pouvait reprocher . à la formule ordinaire. 
Cette formule I comnus oq vœt, ne diffère de la nôtre que par un 
coefficient qu'on avait fait simplement ég^l à Tunilé, tandis qu'il est 
en général 

j ou ^ — -i-, 

selon que l'arc proposé tO? est dans le ptemîer ^ ou dans le second 
quart de la circonférence. 
Or, parmi les diff^entes valeurs de , il y en^a toujours une 

qui est égale à l'unité, quel que soit l'exposant m. Bobo, si Ïjqu ne 
considère que des angles x plus petits qu'un angle droit | et A l'^^n 
n'a en vue que la seule vlaleur réelle et positive qu'aura toujours le 
premier membre (aCosx)% on peut dire que la formule ordinaire est 
par&iteraent exacte. 

En second lieu, parmi les valem:s 'de^ — ^, il y en a toujours fine 

qui est égale à l'unité, peurvu que m ne s^ pas^ une fieaction de 
dénominateur pair. Donc, pour un arc a: de cosinus n^atif, et pour 

m égal à une fraction quelconque - de dénominateur impair, si l'on 

n'a en vue que la valeur réeUb qu'aura lejpremier membi^ (icosjc)", 
on peut dire <iue la HMnxfule ordimôre est OK^ore c3iicte^,pourvu 
qu'on y mette ^ au Ueu de ^, Vaic de même cosinus^ qui convint 

précisément à cette for^ule^ et qui est précisément l'arc x + 2^- c. 

Reste donc le seul cas de eosx n^atif , eu m^ne temps que m 
"fraction de-dénonui^ateur pair : aloma toiitea lea^alMtp 4u premier 

9- 
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m(BaBai«rei(^co»x)^ sont icofginaires, et. la foi^ùlârOiidipaire est en- 
tièrement fautive. Mais on peut supposer que Lagnmge et Euler 
avaient tacitement écarté la considération de ce cas où (acoso:)" 
•n'a point dé valeur réelle, ce qui fait tomber lé reproche d*ineiac- 
titiide qu'on pourrait faire à l'analyse de ces grands géomêlres-^Quoi 
qu'il en soit, la formule ^connue n'est Ëiusse que dans le seul l^as 
que je viens de signaler : dans tous les autt*es., elle n'est qu'incom- 
plète, car elle est vraie pour un des différens arcs, j:, x+c, 
x-^3c, etc., et elle présente eiactement la valeur réelle du pre- 
mier membre (acoso:)". 

Examen de t Analyse dEider. 

64* Mais, pour ne riea laisser à désirer sur ce point, il convient 
aussi d'examiner et de rectifier l'analyse dUEuler, qui le premier a 
donné la formule dont il s'agit Yoici sa démonstration , qui est 
extrêmement simple ; Eu^er pose 

coso: -f- V^ — I sinjc = o, 
et cosor ' — V^ -^ t eux z=i t^j 

d'où il tire 2COS^=3tt-|-(^, et (2C0S x)" = (a + <')" ; savoir, en 
développant par le Inoome de Newton , et observant qu'on a tou- 
jours uf^ = I , «•<*•=;? I , etc. , 

(2Cosa:)* =5: li"* +>?Mi"-* -f- ^'^* tt"~* + etc. 5 
mais le théorème de Moivre donne 

M* = cos/nx + V^— rsinmjc, 
ii^^* = cos(m— !i)ar *f- V^ — i sin(m — 2)0:, etc. 

Substituant ces expressions de m*, w^*~*, etc., on trouve 

(oot*)* = \coêmx'^nkoo%(m — a)*-!- — '- oos(m — 4)* + etc.> 

-h l/— I |iiiiïiMF+iii»ÎB(j»— 2)jr + — ^— • ' NnC^ir— 4)«-4"eta|' 
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Ainsi, désignant^ pour abréger^ la première séiie par P,, et la se- 
conde par Q,, on a cette eipression générale 

(acosx)- = P. 4. v/— I .Q., 

Maintenant, Euler s^uppose qu'on change «< en Py ce qui paraît 
bien permis dans l'équation (20050:)*= (11+ v^i^ et il troavé^exac- 
tement par le même calcul cette seconde expression générale 

(acosJtr)"" = P. — V^— I • Q»; 

d'où, en ajoutant ces deux expressions et divisant par 3, il conclut 
simplemeiM la formule 

(acosjp)* 1= P, = cosmo: + ;itcos(m — 2)x + etc., 

qui parait devoir être vraie pour un exposant quelconque m, taht 
qu'on la borne à n'exprimer que la valeur réelle du premier membre 
(acosx)"*, lorsque ce premier membre en a une. 

Cependant, si l'on y fait x=:4sr et m= |, cette formule, comme - 
l'a remarqué l'auteur de la note citée (n^ 55), donne un résultat 
inexact : il doit donc y avoir dans l'analyse et dans la formule d'Euler. 
quelque défaut cacbé qu'il faut découvrir. 

65. Ce dé&ut ne vient point, comme on l'a cru, de ce qu'Euler 
égale entre elles les deux expressions P,+ j/— ^ i .Q, et P.— ^— 1 Q», 
qui généralement répondent h deux racines différentes de (acosor)* : 
car, puisqu'on n'a ici en vue que la valeur réelle de (acosa:)", il est 
bien évident que, dans l'une et l'autre expression, 

P. ±V/-i.Q., 
on regarde j^aturellement comme nulle la partie imaginaire 
|/— I .Q.; auquel cas on doit avoir en effet, comme Euler le 

trouve, 

(acosjc)" =5= P^r. 

Amsi l'objection précédente ne peut être id proposée; et elle ne 



dorme 4'3iUeur8 aueque lumière mr le dé&ot précis de h fointile 
dont il s'agit, ni sur sa véritable étendue. Auasi l'autenr de la HOle 
citée se borne-t*-il à conclure « que la formule (CEuler ne convient 
» en général qu'à un eiposant entier ; et qu'en exceptant les cas 
» parii&diers o«l la wlew dé x rend nul le €oefli42ient Q^ de l/**-! , 
» £Ue induira en ecreur aur la ^Miîe valeur de (acosx)* » : cond^sion 
qui n'appoend rk», fca^t qu'on ignore ces cas particuliers où la 
série Q, devient nulle , et qui^ d'un autre côté, est inadmissible, 
dès qu'on vient à les découvrir. £t en effet, on a déjà pu voir, et 
je vais prouver encore que cette série Q« est toujours nulle d'elle- 
même pour un exposant m quelconque, et pour un angle quelconque x 
depuis o jusqu'à l'angle droii pris on plus ^ en metns ; ce qui com- 
pr^d toutes les inclinai^ns possibles, et ce qu'on ne peut certaine- 
ment regarder comme des cas particuliers à excepter, La formule 
d'Euler convient donc à tout exposant m, tant que^e cosinus de 
l'arc X n'tst pas ni^atif. Mais ce n'est pas même cette limitation, 
uniquement relative à l'arc, et point du tout à l'exposant, qui pour- 
rait autoriser à dire que la formule np convient en général qu'à un 
exposant m entier j car celle du binôme de Newton, telle qu'on' la 
présente ordinairement , 

.(i.-f-ap)"«=»-l-'»^ + — ^-j — X^+ , ^ ' 3 JC* -frète, 

et qu'on regarde avec raison comme applicable à un exposant frac- 
tionnaire , se trouve pourtant limitée d'une manière semblable. Et 
en effet,' pour affirmer qu'elle convient à un exposant quelconque, 
il faut nécessairement aupposèr^que o? est compris entre — i et l'in- 
fini; sans quoi la formule sera en défaut pour tous ïas axposans 
de dénominateur pair : et, si l'on veut que la série soit toujours 
convergente (ce qui est nécessaire à son exactitude), il faut même 
que X soit compris entre i et — -.i . 
On voit donc que: ce point de doettine n'avait pas enoore été 
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approfondi , «t qa^ht ëilBculté qmi nous occupe demeure en son 

entier. 

* 
66» Pour la résoudrér de la manière la plus claire et la plus pré- 
cise, je considère en prànief! lieu le cas général où coso: est poâtif^ 
et je désigne par X la valeur réelle et |)bsitiye qu'aura toujours 
(!2cosar)*^ quel que soit l'exposant m. On aiiraf ailb^i, pour l'expréi»- 
sîon générale de toutes les valeurs réelles et imaginaires de (r^cMâer)", 
l'expression X.(l)", ou bien 

X (co6 me'c + v/ — ^^ I sin me^cy^ 

c étant la circonférence , et le nombre e^un entier indéterminé de? 

puis o jusqu'à n— *i, si 7» estle dénominateur de l'exposant msss-* 

D'un autre côté, on a, suivant ^analyse d'Euler^ et pour toutes 
les valeurs de (scos jr)**, l'expression générale 

en prenant aussi l'entier e depuis jusqu'à n-— i. 

Dmnc, si 6 et ^ sont deux entiers tels que les deux expressions 
répondent actuellement à une même valeur de (kos^% on aura 
l'équation exacte 



Xcosme't? 4- \^ — i .X sinme'c = P.^^ -f- |/ — i .Q 



:*-♦••«> 



où il reste i voir quels sont ces deux entiers e et e^ quir doivent 
aller ensenible , pour que les deux membres s'accordent à donner 
en même temps une même valeur de part et d'autre, 

Dans cette vue^ j'imagine que l'arc x diminue jiisqu'à* Tare q, 
dont le cosinus i est positif comme celui de l^arc x que l'on consi- 
déré. Il est évidant que X devient alors la valeut réeDè et poaiâve 
de 2% eC ^ue hs sérîes^P«^ et Qè^^« devieoneift en nriêtne temp» 
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Mais la série arithmétiqme { i + m + "*''^~' + ctc} «Ç* ***«»* ^ 

valeur réelle «t positive de a". Donc, quand x devient égal à zéro; 
réquation précédente deyient , en divisant de part et d'autre par 
cette même valeur actuelle de a", 

cos/iie'c+ j/— :i sinme'c = cMmeç + V^ — ." ainmec; 

d'où je concluaque la valeur de V doit être actuellement la même 
que celle de e, et qu'ainsi on. a l'équation* préôse 

Xcos77iec-+ V — * ILûnmec = P,4^c+ |/— 'i QxH-«r9 

où le lïombre e est un entier quelconque depuis o jusqu'à n— i. 

Actuellement, comme dans cette équation les parties réelles et 
}es parties imaginaires sont en évidence et nettement séparées, on 
aura, en égalant la partie réelle à la partie réelle, et l'imaginaire 
à Vimaginaire , les deux .é^||aations exactes X<X3!Si7iecssP«.^^,. et 
X sin rncc = Q^r.*^ ; d'où l'on lire 



^ "^" ZZZZ^ • *»•♦••* ? ®^ ^ — — 



odiivMc * »■♦'•'' "^ fin witfc ' ^••*^ ^ 

qui ont lieu qudi que soit l'entier e, 

67. De cette double expression de X, concluons, en i>assant, que 
la valeur réelle et positive de (acosJt)" peut s'exprimer indifférem- 
ment par la série des cosinus multiples, ou par ia série semblable 
des sinus multiples ; qu'il n'y a de différence que dans les constantes 

__- et . ■ qui les multiplient, et que ce^ ponstantes dépen- 
dent l'une de l'autre ; ce qui dondé la sofution d'une difficoUé/de 
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calcul intégral, que M. Lacroix avait remarquée à ce sujet dans 
son ouvrage. 

On peut voir encore qu'il y a toujours, entre les deux séries P«^m 
et Qr^.;;^ cette relation 

Qjr^M "^ sinifMc' 

de sorte que ces deux séries son t. toujours dans le même rapport, 
quel que soit l'angle œ que l'on considère, depuis o jusqu'à db l'angle 
droit : ce qui est une propriété très remarquable de ces deux séries. 

68. Mais, pour suivre notre objet, je reprends les expressions pré- 
cédentes de X , où le nombre e est un entier quelconque, et j'y 
fais simplement e = o. La première alors (à cause de cosm.o= i)y 
nous donne simplement X = P«; ce qui est la formule d'Euler. 
Ainsi cette. formule est parfaitement exacte et générale .pour un 
exposant quelconque m, en ne considérant que la, valeur réelle et 
positive de (scos ar)"*, comme nous l'avions déjà démontré. 

La seconde expression (à cause de sinm.o=o), nous donnerait 

Q,==o, et par conséquent X = -. D'où l'on voit que cette seconde 

expression, quand on fait e=o, ne pourrait rien apprendre pour 
la valeur de X; mais elle fait voir que la série Q^ a cette propriété 
singulière de rester toujours nulle , quel que soit l'angle a: depuis o 
jusqu'à zb^, d étant l'angle droit : ce qui vérifie l'analyse d'Euler 
entre les deux limites dont il s'agit (*). 



(^) La fonction Qx = sin mx -)• m sin (m — 2)» + etc. étant toujours nalle 
pour une valeur quelconque de x depuis o jusqu'à dzd y on peut la différencier 
ou l'intégrer autant de fois. qu'on voudra ^ entre ces mêmes limités de jr, ce qui 
donnera une infinité d'équations identiques du même genre que la proposée. 

Sij par exemple; on suppose le cas de 11»=: — 1 ^ et qu'on intègre^ on trou- 
vera l'équation 

10 
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6gi Pftfsoos actuellemeot au second cas ^éaécal d'un arc j? de 
cosinus négatif. 

En désignant toujours par X la valeur réelle et positive qu'aurait 
Texpression (acosa:)" en y regardant la quantité cosa: prise d'une 
manière absolue, on aurait ici, poyr toutes les valeurs de (acosx)" 
l'expression générale X.(— i)", ou bien 

X [cosm(^ -f- e'c) -f- y — i . sin m{nar + e'c)} , 

w étant-fa demi-circonférence, et le nombre c' un entier quelconque 
depuis jusqu^à n — i. 

o =? — r + coe» — r cosSdr -f" ^ oo«* — - xos'jx + etc., 

qae M. Pourler a trouvée , et démontrée de plusieurs manières , dans sa Théorie 
de la Chaleur. 
Si Von {ntègre de nouTestu, on aura Péquatton 

o = X + sin* — -5; «in3* + ^ . sînSx — etc., 

qui a été donnée par £ù1er. 
etc., etc. 

Quant k la nature de ces fonctions, qui sont nulles pour toutes les valeurs de 
la variable dans un intervalle donné , elle n'a rien qui choque les principes 
ordinaires de l'anal jse; car on peut voir ces fonctions égalées k céro, comiM des 
équations qui ont une infinité de racines en progression arithmétique dont la 
raison est infiniment petite. Ces fonctions ne peuvent être actueUament déve- 
loppées par les puissances de la variable Xf parce que les coefficiens seraient 
nulS| ou infinis; mais elles peuvent être développées par une suite infinie de 
sinus ou cosinus de multiples de «, parce que chaque terme de cette suite ren- 
ferme implicitement l'infinité des difiérentes puissances de *, et qu'alors chaque 
coefficient peut très bien être une quantité finie et déterxninée. 

Cest en efiet ce qui arrive , et ce qui montre comment il peut 7 avoir de ces 
espèces de fonctions qui répondent k des ligues quelconques discontinues. Mais 
il faut voir les principes de cette analyse neuve et importante dans le bel ou- 
vrage que je viens de citer. 
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D'un autre c6té, on a tonjoar», panr Fexpreséion générale des 
mêmes valeurs/ 

en prenant ausdi Pentier e depuis o jusqu'à n — i. 

Donc, si les deux entiers e et e' sont tels que les deul'expressions 
précédentes répondent actnellenwot à une miâme raciiic qudcanque 
de (acosâ:)"^ on ayra l'équation précise 

Xcosm('tr+e'c)-i- 1/ — i .Xsinm(^+e'c) = P,^„+ ^ — i . Qx^#r , 

où il r«[Sle à voir quels sont ces entiers e et a^ qui ^doivent all^ 
ensemble pour la correspondance parfaite des dçux membres de 
cette égalité. 

Pour cela, j'imagine que l'arc x^ de cos^ius négatif, devienne égal 
à cr, df)nt le cosinus — < i. est aussi négatif. U est clair (}ue \ devient 
alors la valeur réelle et. positive de 2% et qu'en même temps 

P«-i.«c devient P^ | ^ ^ = cosm(«r 4-e£?)|i+ro-|-^îî^^^^ + etc.>, 

et 

Q,^^ dfivientQ,,.^ = sinm(«r4-ec){i-f-'î?-f-^^^^^ + rtc|; 



mais la suite arithmétique 1 1 -4- m-|- "* ' ' ' ^'^ ' Ht-etc-l marque aussi 

la valeur réelle et positive de a*. Donc Féquatioh précédente, 
en divisant par celte même valeur actuelle de s*, devient 

cosm(v + efc) + i/ — i sinm('©: -f- efc) 
== cosiii('»' + ec) -f- v/t- I 8inm(w + ec); 

d'où il Êiut conclure, pour l'accord des deux membres, que e et e' 
sont nécessairement le même entier, et qu on a Féquation précise 

Xcosm(<ar4-^^)-f-i/ — i .Xsinm('Z5^-ec)=P,^;^4*V^ — ^ -Qr-^- 
On a donc, en égalant la partie réelle à la partie «éelle, et la jfHurtie 
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imaginaire à Timaginaire^ les é({uations exactes 

OU l'on peut prendre, pour e, un quelconque des entiers depuis o 
jusqu'à n—i. 

70. Si l'on fait simplement 0=0, il vient . , 

.P,, et X = -: •Q». 



OQBmw •' sinm'v 

La première équation nous fait voir que la série ordinaire P,, 
pour convenir ii l'expression de la valeur réelle de (acos^)* dans 
te cas d'un arc x de cosinus négatif, doit être divisée par le &cteur 
cosm^, qui n'est plus ici égal à l'unité. 

La seconde équation montre que la' série Q, est paiement propre 
à représenter cette valeur, en la divisant par le facteur rinnMr, qui 
n'est point nul ; d'où il résulte que la série Q« n'est plus ^ale à 
zéro pour aucun arc x de cosinus négatif, et qu'ainsi l'analyse 
d'Enter est fautive dans le cas général dont il s'agit. 

71. Mais si la série Q^ n'est plus ici nulle pour l'arc simple or, il 
est possible qu'elle le devienne pour cet arc augmenté d'un certain 
nombre e de circonférences, auquel cas la valeur réelle de (acosar)" 
s'exprimerait encore par la série ordinaire P«, pourvu qu'on y mit, 
an lieu de x, l'arc or-f-^^ qui a le même cosinus. 

Or, pour découvrir ce multiple inconnu 0, il est clair qu'il faut 
chercher celui qui rendrait sinm(^ -|- ec) =s o , et par conséquent 
cosm(4r+e£?)=rb i. 

Dans le premier cas de cos ?»(<»• +ec)=E=-f- 1 , il font que l'angle 

mQar^ec) ou - (w-f-ec) devienne un multiple entier E de atr. On 

a donc l'équation r(ï 4-2e)= a/iE, d'où il résulte d'abord que r 
doit être im nombre pair, et par conséquent n un impair; et comme 
r est premier à n, par hypothèse, il fout que E soît divisible par r, 
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d'où il résulte i^aezssnE/y et par conséquent 



e 



I»— 1 



9 



a 

seule valeur entière, au-dessous de n — i , qui puisse satis&ire à la 
condition proposée. 

On voit donc que, pour un exposant m égal à une fraction quel- 
conque de dénominateur n impair et de numérateur pair, on a sim- 
plement 

X = P,^l=i^ et Q^^zzzlc = ^^ 

a • a 

c'est-à-dire que la série ordinaire P^, conyient encore, si l'on y met, 

au lieu de x, l'arc x *|- ^ c • et que la série Q« est toujours nulle 
pour ce même arc. 

Dans le second cas, pour qu'on ait cosm(<9'*4*^^) = ~- 1 j on 
trouve, par une analyse semblable, que r et n 4pivent être tous 

deux impairs, et que le nombre cherché e est encore ; il vient 

donc, dans ce second cas, 

a a 

Mais, r et n étant tous deux impairs, — -X est précisément la valeur 
réelle de (ncosx)". Donc la formule ordinaire est encore bonne, 

pourvu qu'on y mette l'arc j?*|- ^"" c (*). 

72. Mais si m est une fraction de dénominateur pair,. îT n'y a 
aucun arc cr»|-ec qui puisse rendre cosiit(4r^-ec)=:d= i , et par 

(*) Je dois obsenrer ici que M. Crelle, de Berlin , était parvenu de son côté 
an même résultat : c^est ce qu'on peut Toir par la note qu'il a donnée à ce sujet 
dans le n® YII du tome XIII des Amudes math, de M. 0efg9rmê, mais dont je 
n'ai eu Connaissance que 4epub la lecture de ce Mémoire. 
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conséquent aucun arc :r-f- ec pour lequel hc fém V^ f^àste det«nîr 
égale au module réel de (acdsx)"; il faut alors recourir à Tune ou ' 
à l'autre des deux expressions générales 



^ — cosin(«- + ec) " ^•*-' ^^ ^ — 8ini»(w + «c) * Q**^» 

OÙ Ton peut prendre le nombre entier e à volonté. 

73. Par cette double expression générale de X, on voit encore ^^^ 
dans le cas de 6os;r n^tif ^ le module réel et positif de (acosop)* peut 
s'exprimer indifféremment par la série des cosinus multiples de Xy 
ou par la série semUable de» siniis multiples. Qu'il a'y a de diSi- 
renée que dans les constantes qui les multiplient, et que ces deux 
séries P«4^> Q«-t-M sont toujours entre elles dans le rapport constant 
de cosmQo'^eç) à sinm{^'^ec)^ quel que soit l'arc x que Ton 

considère depuis d jusqu'à 3^. 

# 

74« Ce cas de cosx négatif présente donc, mutatis muiandisy des 
propriétés toutes semblables au cas de cosx positif. Or, si l'on veut 
les envelopper tous deux dans une même expression, on n'a qu'à 
considérer le carré X* du module réel ^t poiriiif de Fexpression 
(acosar)*, et l'on trouvera l'équation 

X*=:P.* + Q/, 

qui est à la fois applicable à tou»' les eiposoM et à tous les arcs 
possil}lfll. 

75. Si ron veut encore rapprocher Fanalyse précédente de celle 
qu'on a suivie d'abord, et revenir ainsi à notre première formule 
générale (L) (n* 56) , il suffit de remarquer qu*on a trouvé plus haut, 
pour le cas de cosj? positif, X= P.; et tout à ITietire, pour le cas 

•de cosar négatif, X;?» -^j^ f P« ; 9n a donc , pow reqiwgWjÇflfi 
générale de X(=fc i)* oti de (acôsar)", la fèrmule 
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^ ' cos m(arc cos =:= et: i) * *' 

qui est la* même qu'on avait déjà obtenue, et qui confirme ainsi 
notre première analyse. 

76. Quant au développement d'une puissance quelconque m du 
sinus, on peut trouver sur-le-champ mie formule générale, en fai- 
sant simplement dans k précédente l'arc x égal k J— or, d étant 
toujours l'angle droit ; et il vient l'expression 

^ ^ C08m(arcco9 = dbi) •^ 

77. Aureste,on peut chercher directement l'expression de (aûn a:)*, 
comme on a cherché celle de (acosx)*; et s^l'on désigne par P^, la 
9énelcMmx^^tntos(Mt*»^a)x -f- ^'^ > T , ^ Gos(m«"«-4)^**"^^^-}9 
on trouvera par une analyse toute semblable 

i ' \m • ( ± 0" D • 

(j2Sm JC)" S=: j^ r^' ^ ' y • P., 

^ ^ C08m(arc8m=s± 1) ' 

le signe *|- ou le signe -« ayant lieu selon que l'arc x sera dans la 
première, ou dans la seconde moitié de la circonférence. 
On aura encore l'expression générale 

^ ^ 8mm(arc8m=± 1} ^ ' 

en déi^gnaxit par Q, une série semblable en (wus multiples. 

78. On trouverait aussi, ea oommaat Yle lAodule réel et positif de 
(asinor)", l'équation 

y«:p:H-Ql, 

qui est toujours vraie, quel que soit l'arc que l'on considère. 

On verrait de même que le rapport des deux séries P. et Q. est 
constant y et toujours le même que celui de cosmd k =bsinmJ, 
quel que soit of , depuis o jusqu'à db 9. 
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